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LIVRE III. 

DE LA FIGURE DES CORPS CELESTES, 

li A figure des corps célestes dépend de la loi de la pesanteur à 
leur surface , et cette pesanteur étant cllc-inéme le résijltat des 
attractions de toutes leurs parties , clic dépend de leur figure ; la 
loi de la pesanteur à la surface des corps célestes , et leur figure ont 
donc entre elles , une liaison réciproque qui rend la connoissancc 
de l’une , nécessaire à la détermination de l’autre : leur recherclio 
est ainsi très-épineuse, et semble exiger une analyse toute parti- 
culière, Si les planètes étoient entièrement solides , elles pour- 
roient avoir des figures quelconques; mais si, comme la terre, 
elles sont recouvertes d’un fluide ; toutes les parties de ce fluide 
doivent se disposer de manière qu’il soit en équilibre, et la figure 
de sa surface extérieure dépend de celle du noyau qu’il recouvre, 
et des forces qui l’animent. Nous supposerons généralement tous 
les corps célestes recouverts d’un fluide , et dans cette hypothèse 
MècAîi. cÉL. Tome II, A 
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MÉCANIQUE CÉLESTE, 
qui a lieu pour la terre , et qu’il paroît naturel d’étendre aux autres 
corps du système du monde, nous déterminerons leur figure et 
lu loi de la pesanteur à leur surface. L’analyse dont nous ferons 
usage , est une application singulière du calcul aux dilférences 
partielles , qui par de simples dilférentiations , va nous conduire 
à des résultats très-étendus que l’on ne peut obtenir que difficile- 
ment par la voie des intégrations. 
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CHAPITRE PREMIER. 


Des attractions des sphéro'ides homogènes terminés par des 
surfaces du second ordre. 


1. Nous allons d’abord déterminer l’attraction des corps d’une 
figure donnée. Nous avons déjà déterminé dans le second Livre , 
n°. Il , cette attraction relativement à la sphère , et à une couche 
sphérique : considérons maintenant , l’attraction des sphéroïdes 
terminés par des surfaces du second ordre. 

Soient a?, trois coordonnées rectangles d’une molécule 

du sphéroïde; en désignant par dMy cette molécule, et prenant 
pour unité , la densité du sphéroïde que nous supposerons homo- 
gène , on aura 

dMr^dx.dy.dz, 

Soient a, c, les coordonnées rectangles du point attiré par le 
sphéroïde, et désignons par ué, B, C, les attractions du splié- 
roide, sur ce point, décomposées parallèlement aux axes des Xy 
des y et des z , et dirigées vers l’origine des coordonnées, H est 
aisé de voir par le n®. ii du second Livre , que l’on a , 


C =fff 


(a’—x).dx.dy.dz 

{ ( a^xp + (b^yP + ( C’-zp } * 
(b — y).dx.dy,dz 

{ ( a - 3 ?;*+ ( b^yp’i’ (c^zpy 
(c^z).dx.dy.dz 

^(a^xp+ (b--^yp+ (c~-zp } * 


toutes ces triples intégrales devant être étendues à la masse entière 
du sphéroïde. Les intégrations offrent sous cette forme, de grandes 
difficultés que l’on peut souvent applanir , en transformant d’une 

A a 
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MECANIQUE CÉLESTE, 
manière convenable , les différentielles ; voici le principe general 
de ces transformations. 

Considérons la fonction dilTércntielle P. dx* dy.dz^ P étant une 
fonction quelconque de x, y , z. Nous pouvons supposer x fonc- 
tion des variables et 2 , et d’une nouvelle variable p : soit 
<? (y , '> celle fonction ; dans ce cas , on aura , en regardant y 

et Z comme constans , dx—C.dp^ C étant fonction de y, z 
et p. La différentielle précédente deviendra ainsi , G,P ,dp.dy *dz ; 
et pour l’intégrer , il faudra substituer dans P, au lieu de a; , sa 
valeur (p(y^ z , p). 

Nous pouvons supposer pareillement, dans cette nouvelle diffé- 
rentielle, y = p ^ q) y q étant une nouvelle variable, et 
ç(z^p^ q) étant une fonction quelconque des trois variables z, p 
et q. On aura, en regardant z dp comme constans , dy^C' .dq , 
C étant fonction de q^ la différentielle pi'écédente prendra 

ainsi celte nouvelle forme , CC .P ulp.dq.dz ^ et pour l’intégrer, 
il faudra substituer dans C P ^ au lieu de sa valeur (p(z^p^q). 

Enfin, on peut supposer z égal à q ^ r étant une nou- 
velle variable, et <p"(Py r) étant une fonction quelconque de 
p^q ^r. On aura , en regardant pd q comme constans , dz — dr^ 
C" étant fonction de jr?, q^ r; la différentielle précédente deviendra 
aipsi ^C,C' ,C'’ ,P,dp,dq,dr,d pour l’intégrer, il faudra substituer 
daUvS au lieu de z, sa valeur r). La fonction diffé- 

rentielle proposée est par-là , transformée dans une autre relative 
à trois nouvelles variables p, , r, qui sont liées aux précédentes, 
par les équations 

X~^(y,z,p) ; y=:p'(z,p,q) j Z=t(f,"(p,q,r). 

Il ne s’agit plus que de tirer de ces équations , les valeurs de 

Pour cela , nous observerons qu’elles donnent z^cn fonc- 
tions des variables p , ^ et r,- considérons donc les trois premières 
variables, comme fonctions des trois dernières. étant le çoeüi- 
cient de dr dans la différentielle de z^ prise en regardant p d q 
comme constans , on a 

< est le coefficient de , dans la différentielle de y^ prise eu 
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regardant p ci z comme constans ; on aura donc en difFéren- 
liant y, dans la supposition déjà constant, et en éliminant c?r, au 
moyen de la différentielle de z , prise en supposant p constant , et 
égalée à zéro 5 on aura ainsi, les deux équations, 

oe qui donne 

^ . {(g>(Ê)-(i>(g)i 

(*) 

parlant 

,, AdqJ'KdrJ \drr\<iq) 

■ m ■ 

Endn , C est le coefficient de dp , dans la différentielle de prise 
en regardant y et z , comme constans j ce qui donne les trois 
équations suivantes : 

° = G G (S V"' 

Si Ton fait 

\dp)\dq)\df) \dp)\drj\dq) 

/dx\ f dy\ / dz\ fdx\ ( dy\ / dz\ 
^\dgj\drj*\dpj 

/dx\ /dy\ /dz\ fdx\ /dy\ /dz\ 
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ce qui donne 

C z= — f » 

_ f£A (—\ 

\dqj\drj \dr)\dq/ 

parlant, et la différentielle P,dx,dy,dz est trans- 

formée dans celle-ci, è-P.dp.dq,dr s P ctdiniiciccqnG devient^, 
lorsque Ton y substitue pour a;, y , z , leurs valeurs en p, q, r. 
Tout se réduit donc à choisir les variables p y q,r, en sorte que 
les intégrations deviennent possibles. 

Transformons les coordonnées a?, z, dans le rayon mené 
du point attiré , à la molécule , et dans les angles que ce rayon 
forme avec des droites ou avec des plans donnes. Soit r , ce rayon ; 
P > l’angle qu’il forme avec une droite menée par le point attiré , 
parallèlement à l’axe des x ,• soit q, l’angle que forme la projection 
de ce rayon sur le plan desj^ et des z , avec l’axe des y / on aura 

x=za — r.cos./j; y = b — r-sin.p.cos.ç^; z = c — r.sin.p.sin. çr; 

on trouvera, cela posé, c= — r‘.sin,p; la différentielle 
sera ainsi transformée dans — r',sm.p,dp,dq.dr : c’est l’expres- 
sion de la molécule dMy et comme celte expression doit cire 
positive, il faut, en considérant sin./?, dp, dq y dr, comme po- 
sitifs , changer son signe, ce qui revient à changer celui de e, et à 
supposex' f = sixip. Les expressions de P y Cde viendront ainsj, 

^ =^fffdr,dp,dq.sin,p*cos.p ; 

^ =fffdr.dp.dq.sin .“/î.COS.gr 
C =/ffdr*dp,dq^sm.*p,sm.q, 

Il est facile de parvenir d’ailleurs à ces expressions , en obser- 
vant que la molécule dM peut être supposée égale à un parallélé- 
pipède rectangle dont les trois dimensions sont dry r dp y et 
r,dq.am,p , et en observant ensuite que l’attraction de la molé- 
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cille , parallèlement aux trois axes des x , des j et des z , est 

dM dM . dM . 

^.cos.p ; — .sin./J.cos.^r, et — .sin.^^.sin.y. 

Les triples intégrales des expressions de i?, C, doivent 
s’étendre à la masse entière du sphéroïde : les intégrations relatives 
à r , sont faciles ;; mais elles sont différentes , suivant que le point 
attiré est dans l’intérieur , ou au-dehors du sphéroïde ; dans le 
premier cas , la droite qui passant par le point attiré , traverse le 
sphéroïde, est divisée en deux parties, par ce point; et si Tou 
nomme r et r' ces parties , on aura 

^ = ff ( r-{-r')*dp.dq,sm.p»cos.p ; 

B =ff(r+r),dp,dq*sm^p»cos.qi 
C =ff (r-\-r')»dp»dq,sïn^p,s\n.q ; 
les intégrales relatives à 7 > et à çr, devant être prises depuis p ei q 
égaux à zéro , jusqu’à p ei q égaux a deux angles droits. 

Dans le second cas , si l’on nomme r, le rayon à son entrée dans 
le sphéroïde , et r' ce même rayon , à sa sortie , on aura 

=ff(r'^r),dp,dq.sin,p,cos.p; 

B = ff(r' — r)*dp,dq*s'm,^p,co3,q ; 

C = ff (r ' — r)*dp,dq.sïii,^p,3m. q ; 

les limites des intégrales relatives et à çr , devant être ilxées aux 
points où l’on a r' — r = o , c’est-à-dire , où le rayon r est tangent 
à la surface du sphéroïde. 

2 . Appliquons ces résultats , aux sphéroïdes terminés par des 
surfaces du second ordre. L’équation générale de ces surfaces , 
rapportée à trois coordonnées orthogonales , y , z ^ est 

o-=A "H B,x * 4 - C.y -\"E.Z‘>r F.x* + H.xy^L.y' + M.xz -l- Nyz + O.z^. 

Le changement de l’origine des coordonnées introduit trois arbi- 
traires ; puisque la position de cette nouvelle origine par lappuit 
à la première , dépend de trois coordonnées arbitraires. Le chan- 
gement de la position des coordonnées autour de leur origine, 
introduit trois angles arbitraires; en faisant donc changer à-la-fois , 
dans l’éq Lia lion précédente , les coordonnées d’origine et de posi- 
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tion , on aura une nouvelle équation du second degré , dont les 
coefficiens seront fonctions des précédons , et de six arbitraires. 
Si l’on égale ensuite h. zéro, les premières puissances des coor- 
données , et de leurs produits deux à deux ; on déterminera ces 
arbitraires , et l’équation générale des surfaces du second ordre 
prendra celte forme très-simple , 


c’est sous celte forme que nous allons la considérer. 

Nous n’aurons égard , dans ces reclierclies , qu’aux solides ter- 
minés par des surfaces finies , ce qui suppose m et n positifs. Dans 
ce cas , le solide est un ellipsoïde dont les trois demi-axes sont ce 
que deviennent les variables ar, j', z ^ lorsque l’on suppose deux 


d’entre elles , égales à zéro ; on aura ainsi , k. —rr- , — =r- , pour ces 

wi ' n ^ 

trois demi-axes rspectivement parallèles aux aux et aux z, La 


solidité de l’ellipsoïde sera 




, en désignant toujours par tt, 


le rapport de la demi-circonférence au rayon. 

Maintenant , si dans l’équation précédente, on substitue au lieu 
de A?, y, Z y leurs valeurs en/?, g, r, données dans le n°. précé^ 
dent * on aura 


r*. { cos.® P -H 7?î. sin.*/? . cos.* g-\‘n» sin.* p . sin.“ g } 

(a. cos.jp+mô. sin./? . Gos.g-\rnc* sin./? . sin. y } = P- a*- mP- ne' i 

en sorte que si l’on suppose 

i = a.cos./? + wé^.sin./?.cos.^^-/^c.sin,/?.sin.^y 
/, = cos.*/? + w.sin.*/?.cos.*ç'4-w.sin.*/?.sin,’^ / 

= — a'-r-mh' — 

on aura 

r=—i—f 


d’où l’on tire r', en prenant le radical en plus , et r, en le prenant 
en moins J on aura donc 




a.I 


r — 


a-l/^ 


ce 
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ce qui donne relativement aux points intérieurs du sphéroïde , 

.dq.l .An.p .co9.p 

Z 

^ ^ jy^dp.dq.l.^w.^p.cosq 

^ =^dJ I 

et rclalivement aux points extérieurs, 

^^dp.dq.sin.p.coi.p.i/^ 

^ = Z ^ 

^ j-*j^dp >dq.ûï\>^p .c,oi.q - — s 

^^dp.dq.s\n.*p>sïr\.q.{/^ 

^ = 2-yy T > 


ces trois dernières intégrales devant être prises entre les deux 
limites qui correspondent à iî = o* 

3* Les expressions relatives aux points intérieurs , étant les 
plus simples ; nous commencerons par les considérer. Nous obser- 
verons d’abord que le demi-axe ^ du sphéroïde n’entre point clans 
les valeurs de / et de /; les valeurs de B , C, en sont, par 
conséquent, indépendantes; d’où il suit que l’on peut augmenter 
à volonté , les couches du sphéroïde , supérieures au point attiré , 
sans changer l’attraction du sphéroïde sur ce point , pourvu (pie 
les valeurs de tti et de n, soient constantes, De-là résulte le théo- 
rème suivant : 

Un P ûnt placé au -dedans d’une couche elliptique dont les sur- 
faces intérieure et extérieure sont semblables et semblablement 
situées , est également attiré de toutes parts. 

Ce théorème est une extension de celui que nous avons démon- 
tré dans le second Livre, n®. la , relativement à une couche sphé- 
rique. 

Reprenons la valeur de Si l’on y substitue au lieu de J et de /, 

leurs valeurs ; elle devient , 


P pdp . dq . sin.p . cos.p . {a . cos.p-|- m . 6 . ein.p . cos.^-j-n . c . sin p . sin.^ } 
J cos.^p + m.»m.*p.cos.*9-bn-sin.*p.8in.“(jf 


IVLécAK* cjiL. Tome JJ, 
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Les intégrales relatives k p et h devant être prises depuis p 
et ç égaux à Tîéro , jusqu’à p ci g égaux à deux angles droits ; il 
est clair que l’on a gcnéralenienl /'PfZ/J'.cos.^ =o , P étant une 
fonction rationnelle de sin.p et de cos.“p ; parce que la valeur dep 
étant prise à égale distance au-dessus et au-dessous de l’angle droit, 
les valeurs coiTCspondantes de P.cos.p sont égales, et de signe 
contraire • on aura ainsi 




tîp.dq.sm.p .coi^.'^p 


cos.^p-^ m.sin^p.cos^q-i- n.sin.^p. 


Si l’on intègre par rapport à q , depuis q=Oj jusqu’à q égal à deux 
angles droits , on trouvera 



l’intégrale devant être prise depuis cos.p= i, jusqu’à cos.p = — i. 
Soit cos.p = A7, et nommons ilf, la masse entière du sphéroïde; 

4 ^ 3M 

on aura par le i\\ i , ilf = — ■:=rf et par conséquent = IJ" f 

{/mn V^n ^ 


on aura donc 


3aM - - 

J[/ {x+ (^^). ) . {i+ (^)- } 


l’intégrale étant prise depuis a?=o , jusqu’à 07 =? i. 

En intégrant de la même manière, les expressions de B et de C, 
on les réduiroit àde simplesintégrales ; mais il est plus facile de tirer 
ces intégrales , de l’exp ression précédente de ^ • Pour cela , on obser* 
vera que cette expression peut être considérée comme une fonc- 
A* A* 

lion de a , et des quarrés et demi axes dusphéroide, 

parallèles aux coordonnées c, du point attiré ; en nommant donc 

le quarré de demiraxfe parallèle h b y ci par conséquent, h^*in , 

ri — — , les quarrés des deux autres demi-axes ; B sera pareille 

fonction de hy P*, et h'*» — ; il faut ainsi, pour avoir By 

n 
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changer dans l’expression de aen 6, i en k', ou -^,wdaiis ' , 

yin rn 

et n dans •— ; ce qui donne 
J3=: 


Soit 


^bM ^ m~ .x^dx 


\/ m-\- (i — m).V^^ 


B- 


5hM 


t^dt 


l’intégrale relative à devant être prise, comme l’intégrale reliiti ve 
a X , depuis ^=o, jusqu’à i j parce que ^ = o , donne /~“0, 
et 47= 1 , dorme ^ = i . 

Il suit de-là, que si l’on suppose 

1112==,'. , jr= r- : 

on aura 

/d.\F\ 

~~ •vïïT' / 

Si l’on change dans cette expression, 6 en c , x en h' et réciproque- 
ment ; on aura la valeur de C. Les attractions B, C , du splic- 
roide, parallèlement à ses trois axes, sont ainsi données par les 
formules suivantes, 

3ai»f /rf.xrv 3 cM /d.KT\ 

;,3 \ ^ 

On peut observer que ces expressions ayant lieu pour tous les 
points intérieurs , et par conséquent , pour les points infiniment 
voisins de la surface 5 elles ont lieu pour les points mêmes de la 
surface. 

La détermination des attractions du sphéroïde, ne dépend ainsi 
que de la valeur de Fi mais quoique celte valeur ne soit qu’une 

B 2 
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intégrale définie , elle a cependant toute la dilficullé des intégrales 
indéfinies , lorsque a et a' sont indéterminées j car si l’on repré- 
sente celte intégrale définie, prise depuis Ar = o, jusqu’à x = i, 
par il est aisé de voir que l’intégrale indéfinie sera 

; en sorte que la première étant donnée, la seconde 
l’est pareillement. L’intégrale indéfinie n’est possible en elle-même, 
que lorsque l’une des quantités a et a' est nulle , ou lorsqu’elles 
sont égales : dans ces deux cas , le sphéroïde] est un ellipsoïde de 
révolution, et ^ sera son demi-axe de révolution , si a et a' sont 
égaux. On a dans ce dernier cas , 


^=/r 


x^dx 




^.{a— ang.tang.^), 




Pour en conclure les dilTérences partielles 

entrent dans les expressions de B et de Cy on observera que 

dK /d.KF\ dA' /d.AT\ „ f dA d\') 


or on a , lorsque a est égal à a', 

( d.^F\ /d. a'F\ d\ dh' 

partant 

\ dh J SA 

En substituant au lieu de i^, sa valeur j on aura 

on aura donc relativement aux ellipsoïdes de révolution , dont Xi 
est le dejni-axe de révolution , 


^ h^' {a— ang.tang.A} j 

„ j 

fi AÏ 

B = . 

akK A^ 1 

^ang.tans.A-^Jy 

_ 3c.M J 

fi ^1 

■“ ^a3* 1 

[ang.tang.A-— J 
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4é Considérons présentement, l’attraction des sphéroïdes , sur 
un point extérieur. Cette recherche présente de plus grandes diffi- 
cultés que la précédente, à cause du radical [/ M qui entre dans les 
expressions différentielles, et qui rend sous cette forme, les inté- 
grations impossibles. On peut les rendre possibles , par une trans- 
formation convenable des variables dont elles sont fonctions ; mais 
au lieu de ce moyen , j’ai fait usage de la méthode suivante, uni- 
quement fondée sur la différentiation des fonctions. 

Si l’on désigne par la somme de toutes les molécules du sphé- 
roïde , divisées par leurs distances respectives au point al tiré, et 
que l’on nomme a:, j', les coordonnées delà molécule cl 31 du 
sphéroïde, cia, b, c, celles du point attiré j on aura 


, 

J V (a ■?(!' -y)'+rc~z)' ’ 

En désignant ensuite , comme précédemment , par B, C, les 
attractions du sphéroïde , parallèlement aux axes des x, des y cl 
des Z , et dirigées vers leur origine ; on aura 




(a — x).dM 

On aura pareillement, 


B = 





d’où il suit que si l’on coniioît il sera facile d’en conclure par la 
seule différentiation , l’attraction du sphéroïde parallèlement à 
une droite quelconque, en considérant cette droite , comme une 
des coordonnées rectangles du point attiré 3 remarque que nous 
avons déjà faite dans le second Livre , n®. 11 . 

La valeur précédente de réduite en série, devient 




/ • dM 





{aaar+aèy-f 2ca — a:®-— y®— z®} 
a® -f- -p c® 

ühy -p fi cz — x® — y® — z®] ® 



C’ette série est ascendante relativement aux dimensions du splié- 
roïde, et descendante relativement aux coordonnées dupoint attiré. 
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Si l’on n’a egard qu’à son premier terme , ce qui suffit, lorsque ]ç 
point attire est à une très-grande distance j on aura 


M étant la masse entière du sphéroïde. Celte expression sera plus 
exacte encore , si l’on place l’origine des coordonnées au centre do 
gravité du sphéroïde j car on a par la propriété de ce centre , 
f x*dM=o j fy.dM.~o \ f z.dM’=o‘, 

en sorte que si l’on considère comme une très- petite quan li lé du 
premier ordre , le rapport des dimensions du sphéroïde , à sa 
distance au point attii'é j l’équation 





sera exacte aux quantités près du troisième ordre. Nous allons pré- 
sentement chercher une expression rigoureuse de relativement 
aux sphéroïdes elliptiques. 

5 . Si l’on adopte les dénominations du n^. i , on aura 
d M 

f ~~fffnlr.(Ip.clq.&h\.p = ^.ff(r'‘ — r').dp.dq.&m.p. 


En substituant au lieu de r et de /, leurs valeurs trouvées dans 
le n®. 1 , 011 aura 


^=.// 


dp.dq.a,\n.p.I.[/ R 


Reprenons les valeurs de ud, B, C, relatives aux points exté- 
rieurs, et données dans le n®. 2, 


^ — U. i 


‘ dp.dq .s\n. P .cos. P . y/' R 


-Vf- 

^ j^j^dp.dq.s\n.*p.cos.q.y/R ^ 
ç ^ dp.dq.s\n.^p.&\n.q.[fil 


Puisqu’aux limites des intégrales, on a t/^=o, il est facile de 
voir qu’en prenant les premières différences de B, C, par 
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rapport à Tune quelconque des six quantités a, ô, e, ^,wet n, 
on peut se dispenser d’avoir égard aux variations des limites , en 
sorte que l’on a, par exemple ^ 


(S) ~ '^•ff<Ip’>dq.s.ïn.p. 



11. r T /*dp.s\n.p.I .i/h ^ T .. ^ , 

car rinlegrale J ~ — — — est, vers ces limites, a trcs-pcu 


près proportionnelle à iî*, ce qui rend nulle, sa différentielle à ces 
limites. Cela posé , il est aisé de s’assurer par la différentiation , 
que si pour abréger , on fait 


a.^ + C — F ; 


on aura entre les quatre quantités C, et réqiiatioii sui- 
vante à différences partielles. 




On peut éliminer de cette équation, les quantités Cet au 
moyen de leurs valeurs 

— ^ ainsi une équation aux différences partielles 

en y seul. vSoit donc 

'5\^mn 

M étant par le n°. i , la niasse du sphéroïde elliptique ; et an lieu 
des variables nt et n , introduisons celles-ci , ô et w , qui soient telles 
que l’on ait 
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0 sera la différence du quarré de l’axe du sphéroïde, parallèle aux^, 
au quarré de Taxe parallèle aux a; y -tt sera la clifFérence du quarré 
de l’axe des au quarré de l’axe des x ; en sorte que si l’on prend 
pour l’axe des x , le plus petit des trois axds du sphéroïde j y/Tct \/^ 
seront ses deux excentricités. On aura ainsi. 



étant considéré dans les prentiers membres de ces équations, 
comme fonction de a , c , k ^ mein ; ci v étant considéré dans 
leurs seconds ynembres , comme fonction de a, c, Ô, et A. 
Si l’oii fait, 


on aura F— — MQ , et l’on aura les valeurs de 

changeant dans les valeurs précédentes de 
0”) C^cî”) ' ^ plus, J^ei F sont des fonctions 


dF\ 


homogènes en a, b , c , k , \Fê et \/^ , de la seconde dimension ; 
car F" étant la somme des molécules du sphéroïde , divisées par 
leurs distances au point attiré , et chaque molécule étant de trois 
dimensions ; F est nécessairement de deux dimensions, ainsi que F 
qui a le même nombre de dimensions que et Q sont donc des 

fonctions homogènes des mêmes quantités , de la dimension — 
ainsi l’on aura par la nature des fonctions homogènes , 




équation que l’on peut mettre sous cette forme , 

+*-(S) ç- 

on 
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On aura pareillement , 


cela posé j si clans l’équation (i) , on substitue au lieu de V et de 
et de leurs différences partielles , leurs valeurs précédentes j si de 
A* A* 

plus , on y substitue • — ~ , au lieu de m , et — au lieu de n. 
on aura 


6 . Concevons la fonction v réduite dans une série ascendante 
par rapport aux dimensions p^et du sphéroïde , et par 
conséquent, descendante relativement aux quantités u, c : cctlc 
suite sera de la forme suivante , 

♦,= (/(’)+ 

&c., étant des fonctions homogènes de a, c, I-,/! 
et et séparément homogènes relativement aux trois pre- 

mières , et aux trois dernières de ces six quantités ; les dimen- 
sions relatives aux trois premières, allant toujours en diminuant , 
et les dimensions relatives aux trois dernières, croissant sans cesse. 
Ces fonctions étant de la même dimension que v -, elles sont toutes 
de la dimension — i. 

Si l’on substitue dans l’équation (2), au lieu de v -, sa valeur 
précédente en série ; si l’on nomme s , la dimension de en 
Je, {Ffei et par conséquent — s — 1 , sa dimension en a, b,c ^ 
si l’on nomme pareillement s', la dimension de en b, [Fè 

et conséquent, — s' — 1 , sa dimension en <2, b, c; si 

l’on considère ensuite que par la nature des fonctions homogènes, 
on a 
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1+6.1 

(dm^^\ 

1 

fdmn \ 

\ da J 

K db ) 

, de ) 

fdm‘-+-n\ 

!+*•( 

^'rf£rc'-+-0'^ 

, à 


\ da } 

V db ) 




on aura, en rejetant les termes d’une dimension supéi’ieure en 
/t, [/T et , cà celle des termes que l’on conserve , 


{(s+x).k 
— ("s + 1 ; . 




(3) 


Celle équation donne la yaleuv de au moyen de et de 

ses diiïérences partielles ; or on a 

C/(o)^ î 


]îaisqii’en n’ayant égard qu’au premier leriiie de la série, nous 
avons trouvé dans le 4, 




M 


tn substituant donc cette valeur de dans la formule précé- 
dente , on aura celle de au moyen de celle de U^'\ on aura 

celle de et ainsi de suite. Mais il est remarquable qu’aucune de 
ces quantités ne renferme h; car il est clair par la formule (3), 
que 17^°^ ne renfermant point h, ne le renfermera pasj que 
ne le rentermant point, ne le renfermera pas, et ainsi 
du reste j en sorte que la série entière &c. , 


est indépendante de ou, ce qui revient au meme, ^ ^ ^ 

Los valeurs de ’ — 1^)’ — ( memes 

pour tous les spliéroïdcs elliptiques semblablement situés , et qui 
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ont les mêmes excentricités {/T et or — 

— Ji, expriment par le n®. 4 , les attractions du sphéroïde 


parallèlenient à scs trois axes ; donc les attractions de différeiis 
sphéroïdes elliptiques qui ont le même centre , la même position 
des axes , elles mêmes excentricités , sur un point extérieur , sont 
entre elles comme leurs masses. 

Il est aisé de voir par la formule ( 3 ) , que les dimensions de 
U^'\ U^'\ &c. , en t/T et t/^, croissent de deux en deux 
unités, en sorte que 5= 2 i, = 2 i+a j on a d’ailleurs, par hi 
nature des fonctions homogènes , 






cette formule deviendra donc 






/dPeON /dr/OA 




éi + ï / fa i + 5; i‘-}- c»; 

On aura, au moyen de cette équation, la valeur de dans une 
série qui sera très-convergeiitc , toutes les fois que les exceu- 
Incités \/T et t/^? seront fort petites, ou lorsque la distance 
+ du point attiré au centre du sphéroïde, sera fort 
grande relativement aux dimensions du sphéroïde. 

Si le sphéroïde est une sphère , on aura ô = o, ct'w=o,ce qui 
donne £/^^'^=o, U^*^=o, &C.5 partant 




y/ a* -p 4* c“ 


et 




M 


+ + 

d’oii il suit que la valeur de ^est la même que si toute la masse 
de la sphère étoit réunie k son centre , et qu’ainsi , une sphère 
attire un point quelconque extérieur, comme si toute sa masse 

C 2 
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éloit réunie cà son centre; résultat auquel nous sommes déjà par- 
venus dans le second Livre , n". 12 . 

y. Lapropriétéde la fonction <^,d’ptrcindépendante de^, fournit 
un moyen de réduire sa valeur, à la forme la plus simple dont elle 
est susceptible; car puisque l’on peut faire varier à volonté sans 
changer cette valeur , pourvu que l’on conserve au sphéroïde, les 
memes excentricités [/I et ; on peut supposer k tel que le 
sphéroïde soit infiniment applati , ou tel que sa surface passe par le 
point attiré. Dans ces deux cas, la recherche des attractions du 
sphéroïde se simplifie ; mais comme nous avons déterminé pré- 
cédemment, les attractions des sphéroïdes elliptiques, sur des points 
placés à leur surface ; nous supposerons >6 tel que la surface du 
sphéroïde passe par le point attiré. 

Si l’on nomme r?i\ ?ï' relativement à ce nouveau sphéroïde , 
ce que nous avons nommé k^viy tz , dans le n®. 1 , par rapport au 
sphéroïde que nous avons considéré jusqu’ici ; la condition que 
le point attiré est à sa surface , et qu’ainsi , a , h ^ c , sont Ica 
coordonnées d’un point de cette surface , donnera 

+ ; 

et puisque ron suppose que les cxccnlricitcs t/T et t/^j restent 
les mêmes, on aiiia 




d’oii l’on tire 




on aura donc pour déterminer k', l’équation 


il est aisé d’en conclure qu’il n’y a qu’un sphéroïde dont la sur- 
face passe par le point attiré , ô et 'sr restant les mêmes. Car si 
l’on suppose , ce que l’on peut toujours faire , que 9 et 'o- soient posi- 
tifs ; il est clair qu’en faisant croître dans l’équation précédente, 
d’une quantité quelconque, que nous pouv ons considérer comme 
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«ne partie aliquote de l'*, chacun des ternies du premier membre 
de cette équation , croîtra dans un rapport moindre que ^ donc 
si dans le premier état de il y avoit égalité entre les deux 
membres de cette équation, cette égalité ne subsistera plus dans 
le second état j d’où il suit que n’est susceptible que d’'une seule 
valeur réelle et positive. 

Maintenant, soit M ' la masse du nouveau sphéroïde; soient 
B\C\ ses attractions parallèlement aux axes des a , des h et des c,- 
si l’on fait 











on aura par le n®. 3 ^ 


^a.M'F ^c.M' fd.K'F\ 


En changeant dans ces valeurs de B\ C', M' en il/; on aura 
par le n°. précédent, les valeurs de B y C, relatives au pre- 
mier sphéroïde ; or les équations 


donnent 








A* = 


ê 

F 


-rsT 


étant donné par l’équation (5) , que l’on peut mettre sons cette 
forme , 

on aura donc 


fc'3 


3b. M fd.?.F\ ^__3c.M fd.?/F\ 


Ces valeurs ont lieu relativement a tous les points extérieurs au 
sphéroïde ; et pour les étendre à ceux de la surface , et meme aux 
points intérieurs , il suffit d’y changer eu 
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Si le sphéroïde eût <le révolution, en sorte que ôi=:<w; l’équa- 
tion (5) donnera 

2 A'* = a* -f + c® — 0+ + — 0^*-l-4a*. 6 ^ 

et l’on aura par le n“. 5 , 

^ ^ Tk^ . { a — ang. tang. a } ; 

^ 3c.M f , A ) 

^=;i^-[“"8-tang.A-_|. 

Nous voilà donc parvenus à une théorie complète des attractions 
des sphéroïdes elliptiques; car la seule chose qui reste à desirer , 
est rintégration de l’expression différentielle de Fy et cette inté- 
gration dans le cas général , est impossible , non-seulement par les 
méthodes connues , mais encore en elle-même. La valeur de i^nc 
peutpas être exprimée en termes ffnis, au moyen de quantités algé- 
briques , logarithmiques ou circulaires , ou ce qui revient au 
nicmc , par une fonction algébrique de quantités dont les exposans 
soient constans , nuis ou variables. Les fonctions de ce genre étant 
les seules que l’on puisse exprimer indépendamment du signe J'; 
toutes les iiiU?grales qui ne peuvent pas être ramenées à des fonc- 
tions semblables , sont impossibles en termes finis. 

Si le sphéroïde elliptique n’est pas homogène , et s’il est composé 
de couches elliptiques variables de position , d’excentricités et de 
densité , suivant une loi quelconque ; on aura l’attraction d’une 
de ses couches, en déterminant par ce qui précède, la différence 
des attractions de deux sphéroïdes elliptiques homogènes de même 
densité que cette couche , dont l’un auroit pour surface , la sur- 
face extérieure de la couche , et dont l’autre auroit pour surface , 
la surface intérieure de cette même couche. En sommant ensuite 
cctie attraction différentielle, on aura l’attraction du sphéroïde 
entier. 
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C PI A P I T R E IL 


Du déi^eloppeinent en série , des attractions des sphéroïdes 
quelconques. 


8. Consi DKTioNs généralement les attractions des spliéroïdcs 
quelconques. Nous avons vu dans le n®. 4, que l’expression 
de la somme des molécules du sphéroïde , divisées par leurs dis- 
tances au point attiré , a l’avantage de donner par sa diiîérentia- 
tion , l’attraction de ce sphéroïde parallèlement à une droite quel- 
conque. Nous verrons d’ailleurs , en traitant de la figure des 
planètes , que l’attraction de leurs molécules se présente sous cette 
forme , dans l’équation de leur équilibre ; nous allons ainsi , nous 
occuper particulièrement de la recherche de 
Reprenons l’équation du n®. 4. 




dM 


c, étant les coordonnées du pointattiréj x, y, z, étant celles 
de la molécule dM, du sphéroïde; l’origine des coordonnées étant 
dans l’intérieur du sphéroïde. Cette intégrale doit être prise rela- 
tivement aux variables x,y,z, et ses limites sont indépendantes 
de a, on trouvera cela posé, par la différentiation, 


O- I ^ddV\ fddF\ 


\db- y\dc^')^ 


(i) 


équation à laquelle nous sommes déjà parvenus dans le second 
Livre, n®. ii. 

Transformons les coordonnées, en d’autres plus commodes. Pour 
cela, soit r, la distance du point attiré, à l’origine des coordon- 
nées ; 9 l’angle que le rayon r fait avec l’axe des a ; l’angle que le 
plan Ibrmé par le rayon et par cet axe , fait avec le plan des axes 
des a et des b ; on aura 

a=/-.cos. â,* d = r*sin. ô.cos.'jy ; c = r.sin, 5,sin, 'sr. 


MÉCANIQUE CÉLESTE, 

Si l’on nomme pareillement i? , 0' et ce que deviennent r, 9 et 
relativement à la molécule dM du spliéroïde ; on aura 

i?.cos. 9' ; y = jR.sin. 9'.cos.'3^' ; z = T^.sinJ'.sin.-ar'. 


D’ailleurs, la molécule dM du spliéroïde est égale à un parallélé- 
pipède rectangle dont les dimensions sont dK , iiîû?9', sin. 9', 

cl par conséquent elle est égale à 9', p étant 

sa densité j on aura ainsi. 


rrr 

J J J V t '" — 2 rR . { cos. é . cos.é 


P . iî* . d R . dô' . d-îr' . sin . ô' 


-|-sin.tf .sin.d'.cos.é-a'— -ST -fR» 


rintcgrale relative à 7? devant être prise depuis i? = o , jusqu’à la 
valeur de jR, à la surface du spliéroïde; l’intégrale relative à 'w', 
devant cire prise depuis 'bt' = o , jusqu’à 'w' égal à la circonférence; 
et l’intégrale relative à 9', devant être prise depuis 9' = o , jusqu’à 9' 
égal à la demi -circonférence. En diflerentiant cette expression 
de on trouvera 



équation qui n’est que l’équation ( \) transformée. 

Si l’on fait cos. 9 = //, on peut lui donner cette forme, 




( 3 ) 


Nous sommes déjà parvenus à ce^ diverses équations, dans le second 
Livre, n'’. ii. 


(J. Supposons d’abord le point attiré, extérieur au spliéroïde. 
Si l’on réduit V en série, elle doit être dans ce cas , descendante 
par rapport aux puissances de r , et par conséquent de cette forme , 


C/C») t/Ci) Î/C») Î/C3) 


En substituant cette valeur de dans Téquation (3) dun^ pré- 
cédent , la comparaison des mêmes puissances de r, donnera, quel 
que soit i , 


O ^ 
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[('l— 

S 

"e 1 

!i 

IJ 


l J 

i, rf s* ) 




Ï1 est clair par la seule expression intégrale de que 
est une fonction rationnelle et entière de i — . siu. tst j 

et V 1 — /w'.cos.'»-, dépendante de la nature du sphéroïde. Lorsque 
ï = o, cette fonction se réduit à une constante ; et dans le cas de 
i z= 1 , elle est de la forme 

/M^.sin. V/ 1 — /u'.cos.-» ; 

H, H \ H ' étant des constantes. 

Pour déterminer généralement nommons Tle radical 


V/ r*— a Hr. ( cos. é . cos. ô'q-siii. ô . sin. ô' . <v') j q- il* 

nous aurons 



Cette équation subsisteroit encore, en y changeant 0 en ô', -o- en 
et réciproquement 5 parce q[ue Test une pareille fonction do S' et 
de que de Ô et de '»•. 

Si l’on réduit T, dans une suite descendante relativement à r,* 
on aura 




^+Ç(.)._ + QC).q+Qm.:^+&C.; 
ÇW étant , quel que soit ï, assujéti à cette équation , 


et de plus , il est visible que est une fonction rationnelle et 
entière de f*, et V j-^/^t*.cos. (''w'— étant connu , on aura 
au moyen de l’équation 

Z/CO =:/p . tZâ' . sin. ô' . 

Supposons maintenant le point attiré , dans l’intérieur du sphe- 
MiiCAN. céIj. Tome //. D 
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roïde ; il faut alors développer rcxpression intégrale de dans 
une suite ascendante par rapporta r, ce qui donne pour une 
série de cette forme, 

étant une fonction rationnelle et entière de//, V i — //‘.siii.-w, 
et V J — />t®.co 3 .-®-, qui satisfait à la nicme équation aux dilférenccs 
partielles que en sorte que l’on a 


^d. 

/di>i0\ 

K ) 

'li 

' 1 


c : 

l— /x/x 




Pour déterminer ou réduira le radical T, dans une suite 
ascendante par rapport à r, et l’on aura 
0 T 

&c.; 


les quantités &c. , étant les memes que ci-dessus 5 

ou aura donc. 


=/' 


•f. .dR.dV .d$' .s\n. 6 ' . 




Mais comme roxpres 5 ?ion précédente de T, ii’cst convergente, qu’au- 
laut que 7? est égal ou plus grand que r/ la valeur précédente 
lie /^, n’est relative qu’aux couclics du spliéroïde, qui enveloppent 
le point attiré. Ce point étant extérieur par rapport aux autres 
couches; on déterminera la partie de qui leur est relative, par 
la première expression de en série. 

1 0 , Considérons d’abord les sphéroïdes très-peu dilférens de la 
sphère , et déterminons les fonctions ^c. , y. 

^( 0 ^ &c. , relatives à ces sphéroïdes. Il existe une équation 

dilTérenliellc en qui a lieu k leur surface, et qui est remarquable, 
eu ce qu’elle donne le moyen de déterminer ces fonctions , sans 
aucune intégration. 

Supposons généralement, la pesanteur proporrionnclle à une 
puissance tz, de la distance; soit clMy une molécule du sphéroïde, 
et fan distance au point attiré ; nommons l’iiilcgrale 
celte intégrale s’étendant à la masse entière du sphéroïde. Dans 
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ïc cas (le la nature , où n = — 2 , elle 


devient 


et nous l’avons 


pareillement exprimée par ^ dans les n°*. pi écédens, La foii' - 
lion y a ravanlage de donner par sa ditFérentialion , ratli action 
du sphéroïde, parallèlement à une droite quelconque; car eu 
considérant f, comme une fonction de trois coordonnées du point 
attiré, perpendiculaires entre elles, et dont rune soit parallèle 
à cette droite ; si l’on nomme r, cette coordonnée; l’attraction du 


sphéroïde suivant r, et dirigée vers son origine, sera 

elle sera par conséquent égale à » ce qui dans le cas de 


la nature , 


SC réduit a 



conforméjnent à ce que nous 


avons trouvé précédemment. 

Supposons maintenant que le splicroïde diffère très*peu d’une 
sphère du rayon a, dont le centre soit sur le rayon r perpendi- 
culaire à la fjurfacc du sphéroïde, l’origine de ce rayon étant sup- 
posée arbitraire , mais très-près du centre de gravité du sphéroïde; 
su])posoiis de plus que la sphère touche le sj^héroïde , et que le 
point attire soit au point de contact des deux surfaces. Le sphéroïde 
est égal à la sphère plus à l’excès du sphéroïde sur la sphère ; 
or on peut concevoir cet excès , comme étant formé d’un nombre 
infini de molécules répandues sur la surface de la sphère , ces 
molécules devant être supposées négatives, par-lout où la sphère 
excède le sphéroïde ; on aura donc la valeur de y, en détermi- 
nant cette Videur , 1°. relativement à la sphère ; 2®. relativement à 
ces diverses molécules. 

Par rapport à la sphère , y est une fonction de a , que nous 
désignerons par ^ : si l’on nomme ensuite dm , une des molé- 
cules de l’excès du sphéroïde sur la sphère , et f, sa distance au 
point attiré ; la valeur de y relative a cet excès , sera /i . dm 
on aura donc pour la valeur entière de y, relative au sphéroïde , 


Concevons que le point attiré s’élève de la quantité infiniment 
petite dr, au-dessus de la surface du sphéroïde et de la sphère, 

L 2 
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sur le prolongement de r ou de a; la valeur de /^relative à celte 

nouvelle position du point allird, deviendra ; A 

augmentera d’une quantité proportionnelle à dr, et que nous 
représenterons par De plus, si l’on nomme l’angle formé 

par les deux rayons menés du centre de la sphère , au point attiré 
et à la molécule dm ^ la distance f de cette molécule au point 
attiré , sera dans la première position de ce point , égale à 
1^2(3^ fl — cos.>^; dans la seconde position, elle sera* 


V (a dry — 2 a»(a-^dr), cos.> -h 
L /Y 1 + — V* l’inlcgrale /./“■*■* . dm , deviendra ainsi , 


ou aura donc 


cil substituant au lieu de f.f‘*‘.dn, sa valeur ^ , on aura 

, (n+1) 




■ A- 


( 1 ) 


Dans le cas de la nature , l’équation (i) devient 


—(ï)— 

La valeur de V relative h la sphère du rayon a, est par le n®. 6 , 

, , 47r.a^ , 4 'T.a* 4 -ra 

égalé a — — , ce qui donne A =: — ; A = — ; on aura 

or O 0 

donc 


— Ûî 





(2) 


On doit observer ici , que cette équation a lieu , quelle que soit la 
])osiiion de la droite r , et dans le cas même où elle rie scroit pas 
perpendiculaire à la surface du sphéroïde , pourvu qu’elle passe 
fort près de son centre de gravité j. car il est facile de voir que 
l’attraction du sphéroïde, décomposée suivant ecs droites, et qui, 

comme on l’a vu, est égale à — quelle que soit leur 
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position , toujours la même , aux quantités près de l’ordre du 
quarré de rexcentricité du sphéroïde. 

Il, Reprenons maintenant, Texpression générale de du 
n®. 9 , relative à un point attiré extérieur au sphéroïde , 
i/co îAco ^ 
r r* r ^ 

la fonction étant, quel que soit i y assujétie à Fëquation aux 
différences partielles , 


On aura , en clitTércnliant la valeur tto par rapport à r, 


\dr) 


a.yc) 3 . £70) 

— + — ^-+-77-+ 


Représentons par a,(i^ciy), le rayon lïiené de l’origine de r, 
à la surface du sphéroïde, a étant un très-petit coefficient cons^ 
tant, dont nous négligerons le quai-ré et les puissances supérieures, 
et y étant une fonction de (4 et de -ar, dépendante do la nature du 

sphéroïde. On aura aux quantités près de l’ordre «c, . 

3 r 

d’où il suit que dans l’expression précédente de 1°. la quan- 
tité 1/^“^ est égale à —y- , plus k une très-petite quantité de l’or - 
dre a, et que nous désignerons par 2^, les quantités 

&c., sont très- petites de l’ordre a. En substituant a.fi 

au lieu de r , dans les expressions précédentes de et do — 

et en négligeant les quantités de l’ordre on aura relativement 
il un point attiré placé à la surface , 

* 

0^,(1 — ity)^ i ^-j ^-4- &c.; 

2a 2«» ûa^ ^ 

/dv\ , , t/'W 2.Î/C0 5.rco 
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51 Ton substitue ces valeurs, «laiis l’cqualion (a) du n®. précédent; 
on aura 

t/'C») Z.mO 7.t7C.O ^ 

k’t'n ,y~ 1 —H 5 i T {- &C. ; 

a 


Il suit dc-là que la fonction ^ est de cette forme , 
y(')-|-yw-py(3)q- &c.; 


les quantités Y^'\ Y'^^\ &:c., étant ainsi que &c., 

assujélics à cette équation aux dilfércnces partielles, 



celle expression de y n’est donc point arbitraire , mais elle dérive 
du développement en série , des attractions des sphéroïdes. On 
verra dans le n°. suivant , que ne peut se développer ainsi , que 
d’une seule manière; ou aura donc généralement, en comparant 
les fonctions semblables, 

a î 4- 1 


d’oLi Ton tire , quel que soit r. 


Il ne s’agit donc plus, pour avoir que de réduire y, sous la 
forme que nous venons de lui supposer ; nous donnerons dans la 
suite , une méthode fort simple pour cet objet. 

Si l’on avoit y z= Y la partie de ^ relative à l’excès du sphé- 
roïde sur la sphère dont le rayon esto, ou, ce qui revient au 
même , relative à une couche sphérique dont le rayon est « , et 


1 épaisseur uay , seroit ,* cette valeur scroit , par 

conséquent , proportionnelle ky^ et il est visible que ce n’est que 
dans ce cas, qnc celte proportionalité peut avoir lieu. 

1!2. On peut simpliller l’expression 6:c. , 

de y, et en faire disparoîlreles deux premiers termes, en prenant 
pour a , le rayon d’uiie sphère égale en solidité , au sphéroïde , 
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et en fixant l’origine arbitraire de r , au centre de gravité du splié- 
roïde. Pour le faire voir , nous observerons que la masse M du 
spbéroïdc supposé homogène, et d’une densité représentée par 
l’unité , est par le n°. 8 , égale à fR^ . clR . df/. •drr^ ou à j *JR . r//^, , 

R! étant le rayon R prolonge jusqu’à la surface du sphéroïde. Eu 
substituant pour R\ sa valeur a ,( , on aura 

M = — • --P et ,fy d(^*d 'sr. 

Tl ne s’agit donc que de substituer pourj^^ sa valeur 

et d’effectuer ensuite les intégrations. Voici pour cet objet, un 

théoreine général et fort utile dans cette analyse^ 

((Si E^'^ct sont des fonctions rationnelles et entières de //, 
V 1 — /^^sin.-sr, et V\ — ft^.cos.-w, qui satisfont aux équations 
)) suivantes, 




)) on a généralement , 

» lorsque i et i' sont des nombres entiers positifs différons entre 
)) eux 5 les intégrales étant prises depuis — i , jnsfpéà — 

)) et d('puis ' 3 r — O , juscpi’à w =' 27 r^ 2 tt étant la circonférence dont 
)) le rayon est l’unité )). 

Pour démontrer (’c lliéorcmc, nous observerons qu’eu vertu de 
la première des deux équations précédentes aux dill’érenccs par- 
tielles, on a 




\d. 


ICl— 



Ulu.,h. 



. d(^*dnr y 
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or on a, en intégrant par parties relativement à 





; i. 



et il est clair que si Ton prend l’intégrale depuis /x = --i , jusqu’à 
iw = i , le second membre de celte équation se réduit à son der- 
nier terme. On a pareillement, en intégrant par parties, relativo 
ment à 




/ddY^)\ 


,f/'!7=cûnst.'l'Z^‘' 




et ce second membre se réduit encore à son dernier terme, lors- 
que l’intégrale est prise depuis o, jusqu’à a t, parce que les 




/dyço\ 

deus limites 3 on aura doue ainsi. 


valeurs de 




sont les memes à ces 






d’où l’on tire , en vertu de la seconde des deuji: équations précé* 
déniés aux différences partielles , 


011 a donc 

lorsque i est différent de i'» 

De-là, il est aisé de conclure que y ne peut se développer que 
d’une seule manière, dans une série, de la forme 
+ &c. 3 car ou a généralement , 

Si 
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si l’on pouvoit développer y dans une autre série, 

&c., de la même forme j on auroit 

parlant 

/i7‘ ) . Z^^ . diA . dr^ .di^.d^ s 

or il est facile de voir que si l’on prend pour Z^’’^ la fonction la 
plus générale de son espèce, l’cqualioii précédente ne peut sub- 
sister que dans le cas où la fonction y ne peut donc se 

développer ainsi, que d’une seule manière. 

Si dans l’intégrale fyd^^d^zt ^ on substitue pour y, sa valeur 
y(o)-j- ; on aura généralement, o = fY^''\dii,drr^ 

i étant égal ou plus grand que l’unité ; car l’unité qui multiplie 
£?^t.û?5r, est comprise dans la forme qui convient à toute quan- 
tité constante, ou indépendante de /a et de L’intégrale fy^dii.,dxj 
se réduit donc k ^ et par conséquent à on a 

donc 

M. = J îT.a’-i-é <3t ; 

ainsi , en prenant pour a , le rayon de la sphère égale en solidité , 
au siùiéroïde; on aura T^®)=:o, et le terme disparoîlra de 
l’expression do y, 

La distance de la molécule dM^ on R'. dR.diJL.d'v , au plan du 
méridien d’où l’on compte l’angle '»• , est égale à R. sin.'sr; 

la distance du cenlre de gravité du sphéroïde à ce plan, sera 
donc fR'dR . t//* . l / 1 — , sia-ar; et en in tégrant par rapport à /?, 

elle sera V i — ft^.sin. “w, R! étant le rayon R pro*^ 

longé jusqu’à la surface du sphéroïde. Pareillement, la distance 
de la molécule dM , au plan du méridien perpendiculaire au pré- 
cédent, étant R, V i — fx'^.cos.'»-,* la distance du centre de gravite 
du sphéroïde, à ce plan, sera \.fR'Kdi^.d^. cos.'ar. Enfin 

la distance de la molécule dM , 9cn plan de l’équateur, étant ft; 
la distance du centre de gravité du sphéroïde, à ce plan, sera 
KKlA.dll, d^. Les fonctions /t<, V" i— ^tLsin.-jy, et V^i^/!?,cos.^, 
JMkcan. cj^L. Tome II, E 
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sont de la forme étant assujéti à TéquAtion aux différences 

partielles , 



Si Ton conçoit développé dans la suite , 

étant une fonction rationnelle et entière de t/ 1 — /ix*,sin. 

1 — /A», cos. 'ST, assujélie à l’équation aux différences partielles, 



les distances du centre de gravité du sphéroïde , aux trois plans 
précédens, seront en vertu du Üiéorême général que nous venons 
de démontrer, 

1 — /xSsin.'w; 

^,fN^'Kd{Ji.d'sr,\/ 1 — /u*.COS. 

est par le n®. 9 , de la forme /x -f- J 5 . l/i — /A^sin.'» 
+c. VT^ /i4*.cos.'ar, A^By C étant des constantes j les distances 

précédentes deviendront aiim, — . C, — • La position 

du centre de gravité du sphéroïde, ne dépend ainsi que de la 
fonction A't'),*ce qui donne un moyen très-simple pour la déter- 
miner. Si l’origine du rayon K est à ce centre j cette origine étant 
sur les trois plans précédens , les distances du centre de gravité à 
ces plans, seront nulles, ce qui donne B^Oy C=a, 

partant N^'^ = o. 

Ces résultats ont lieu , quel que soit le sphéroïde : lorsqu’il est 
très-peu différent d’une sphère , on a jR' = <2 . (^1 + , et 

B'* =aK(i+^a^) J ainsi , J étant égal à + 5 

on a la fonction disparoît donc de l’ex- 

pression de ^ , lorsque l’on fixe l’origine de B! y au centre de gra- 
vité du sphéroïde. 
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1 3. Concevons maintenant le point attiré , dans l’intérieur (ïu 
sphéroïde : nous aurons par le n®. g , 

f^dR.d'a' .d^' .»in. ê'. 




=/- 


K'-» 


Supposons que cette valeur de soit relative à une couche dont 
la surface intérieure soit sphérique et du rayon a , et dont le rayon 
de la surface extérieure 8oita.('i -|-fity^; l’épaisseur de cette couche 
sera aay. Si l’on désigne par y', ce que devient y, lorsque l’on y 
change ô et -a* , dans ô' et '»'/ on pourra , en négligeant les quantités 
de l’ordre a*, changer r en a, et dJi en dans l’expression 

intégrale de on aura ainsi, 

= ^.yy'.rfV.rfr.sin. 

Relativement à un point placé à l’extérieur du sphéroïde , on a par 
le n*. g , 

i/c-) ucy rco 

&C.; 

Ù'. Q(') / 

si l’on suppose ‘celte valeur de relative à une couche dont le 
rayon intérieur est a, et dont le rayon extérieur est a. (“i + fityj , on 
aura 

== et , ./y.d^'.d^'.ùu, 6' . ; 

partant 




on a par le n® 11 , 


donc 




1.0’)=: 


4a ^.yco 


ce qui donne 

^=4«^.o*. ( rw+^. A- rw+&c.]. 

( 3a 5a* J 

Il faut ajouter à celte valeur de celle qui est relative à la couche 

E 2 
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sphérique, de l’épaisseur a — r, qui enveloppe le point attiré, 
plus celle qui est relative a la sphère du rayon r, et qui est au- 
dessous du niênic point. Si l’on fait cos. = on aura par rap- 
port à la première de ces deux parties de ^ , 

^dR.d'o' 

«■'■>=/ R.=. i 


l’intégrale relative à devant être prise depuis = — i , jusqu’à 
= 1. En intégrant par rapport à 72, depuis 72 = r , jusqu’à 72 ™ a, 
on aura 

or on a généralement, par le théorème du n®. précédent, 
/ Q^') = o , lorsque i est égal ou plus grand que ruiiitc : 
lorsque i = o, on a par len®. 9, j de plus, l’intégration 

relative à V, doit être prise depuis '25-'= 0, jusqu’à on 

aura donc 

= 2 7r,('a**— r’j. 


Cette valeur de est la partie de relative à la couche sphé- 
rique de l’épaisseur a — 1 \ 

La partie de relative à la sphère dont le rayon est r, est 
égale à la masse de cette sphère , divisée par la distance du point 

attiré à son centre ; elle est par conséquent , égale à En 

3 


réunissant ces diverses parties de on aura pour sa valeur 
entière , 

^=:37r.a’ — yT.r’-f- W.a“. | f4 

t 3a 5a“ J’'' 

Supposons le point attiré, placé au-dedans d’une couche à très-peu 

près sphérique , dont le rayon intérieur est 

cl dont le rayon extérieur est 

o'+aa'.{r^‘’)4*7'î’)+rf*)+ &c.}. 

On peut comprendre les quantités et aa dans 

les quantités a et a / de plus , en fixant l’origine des coordon- 
nées, au centre de gravité du sphéroïde dont le rayon seroit 
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{T^'’)+7^')4-&c.}, onferadisparoître T^'^, de l’expression 
de ce rayon j et alors, le rayon intérieur de la couche, sera de 
celle forme , 


cl le rayon extérieur sera de la forme , 

a'-|-*ta\{rC)+r'(»)+r'(')H- &c.}. 

On aura la valeur de relalive à celle couche, en prcnanl la diffé- 
rence des valeurs de relalives à deux sphéroïdes dont le plus 
petit auroitla première quantité, pour rayon de sa surface, et 
dont le plus grand auroit la seconde quantité , pour rayon de sa 
surface ; en nommant donc ce que devient relativement 
à cette couche, on aura 


.r=2T.('a'*-av+4*T.|y.r(.)+^.{rw-yw}+y.^— — 


Si l’on veut que le point placé dans rhitérieur de la couche , soit 
également attiré de toutes parts ; il faut que A , se réduise à une 
constante indépendante de r , d et -sr ; car on a vu que les diffé- 
rences partielles de a . prises par rapport à ces variables , expri- 
ment les attractions partielles de la couche, sur le point attiré^ ou 
a donc alors , y ' ( ') = o , et généralement , 

en sorte que le rayon de la surface intérieure , étant donné; on aura 
celui de la surhice extérieure. 

Lorsque la surface intérieure est elliptique, on a y('*)=o, 
7^^^=: O, &c. ; et par conséquent O, les rayons 

des deux surfaces intérieure et extérieure , sont donc 
o.{i+ct.7(’)} ,• a'.{i+«.7W),. 

ainsi, l’on voit que ces deux surfaces sont semblables et semblable- 
ment situées ; ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé 
dans le n". 3. 

1 4 . Les formules ( 5 ) et ( 4 ) des n**. ii et 1 3 , embrassent tonte 
la théorie des attractions des sphéroïdes homogènes très-peu diffé- 
rens de la sphère ; il est facile d’en conclure celle des sphéroïdes 
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hétérogènes , quelle que soit la loi de la variation de la figure , et de 
la densité de leurs couches. Pour cela, soit rayon 

d’une des couches d’un sphéroïde hétérogène , et supposons que y 
soit sous cette forme , + T + + T ; les coeÛiciens 

qui entrent dans les quantités &c,. , étant des fonc- 

tions de (Z , ci par conséquent variables d’une couche à l’autre. 
Si Von dilférenlie par rapport à a , la valeur de V donnée par la 
formule (5 ) du n“. 1 1 , et que l’on nomme />, la densité de la couche 
dont le rayon est oî.fi+ayj, p étant une fonction de a seul; la 
valeur de ^correspondante à celle couche, sera pour un point 
attiré extérieur. 




celte valeur sera donc , relativement au sphéroïde entier, 




les intégrales étant prises depuis a = o, jusqu’à la valeur de o, 
qui a lieu à la surface du sphéroïde , et que nous désignerons 

par a. 

Pour avoir la partie de ^ relative à un point attiré intérieur 
au sphéroïde; on déterminera d’abord la partie de cette valeur, 
relative à toutes les couches auxquelles ce point est extérieur. 
Celle première partie est donnée par la formule (5), en pre- 
nant l’intégrale depuis a=o, jusqu’à 0 = 0 , a étant relatif à la 
couche sur laquelle se trouve le point attiré. On déterminera 
la seconde partie de relative à toutes les couches dans l’in- 
térieur desquelles ce point se trouve , en différentiant la for- 
mule (4) du n®. précédent , par rapport àzz y en multipliant ensuite 
celle difljérenlielle par p , et en prenant l’intégrale , depuis o.-a , 
jusqu’à tf = a .* la somme de ces deux parties de F" sera sa valeur 
entière relative à un point intérieur , et l’on aura peur cette 


somme , 
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ks deux premières intégrales étant prises depuis û5 = o , jusqu’à 
a = O , et les deux dernières étant prises depuis a = a , jusqu’à 
« = a ; il faut de plus, après les intégrations , substituer a au lieu 


de Ty dans les termes multipliés pur «t, et — , au lieu de -, dans 
le terme 

l 5 . Considérons présentement , les sphéroïdes quelconques. 
La recherche de leur attraction, se l'éduit par le n°. 9, à former 
les quantités et : on a parle même n®., 

les intégrales devant être prises depuis iî = o, jusqu’à sa valeur 
à la surface, depuis yt! = — 1 , jusqu’à /x' = i, et depuis 'a-' = o, 
jusqu’à '5r' = 2T. Pour déterminer cette intégrale, il faut con- 
noître Cette quantité peut se développer dans une fonction 
finie de cosinus de l’angle 'tf — , et de ses multiples. Soit 

C,cos,n('v — le terme de dépendant de Gos./î.f'w — 

C étant une fonction de // et de / ; si l’on substitue au lieu de 
sa valeur, dans l’équation aux différences t>artielles en du 
n“. 9 ; on aura, en comparant les termes multipliés par cos.;z. 
cette équation aux différences ordinaires, 


dA(i^y.(^).( 

3 




-y.[A 


étant le coefficient de dans le développement du radical 


V r*— 2/îr. ft'*. t/ 1 — fc» . cos. f-BT — 

Le terme dépendant de cos. 'O' — , dans le développement de 
ce radical, ne peut résulter que des puissances de cos. (''» — V ), 
égales à n + a, 71 + 4 , &c.j ainsi, cos. f-î?- — 'isr'J ayant iKiur fac- 
teur 1 — y-% ^ doit avoir pour facteur ( 1 — Il est facile de 
voir par la considération du développement du radical , que Cest 
de cette forme , 
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Si l’on substitue cette -valeur clans l’équation différentielle en 
la comparaison des puissances semblables de {ji. , donnera 

ûî-éai— lu-fij ^ 

d’où l’on lire , en faisant succcssivemcnl 5 = r , « r= 2 , &c. , les 
valeurs de &c., et par conséquent , 

2.(2i—ï} 2.4-é2i— ij-fai— 3j ‘ I 

2 . 4 . 6 . (2i-i;.(2i-.3j.(2t-5j 

A est une fonction de li indépendante de ijl ; or y- et /a' entrant de 
la même manière dans le radical précédent , ils doivent entrer do 
la même manière dans l’expression de on a donc 





; ,U ‘ 

a.('2i— ij 



y étant un coefficient indépendant de fi et de ; partant , 


T-T— " H&C. // r-.^‘ 

t 2'f2/-lj ^ ( 2.(21— 1 ; 


’‘+&c. 


On voit ainsi que C se partage en trois facteurs ; le premier indé- 
pendant de |M et de fi'; le second, fonction de fi' seul ; et le troi- 
sième, fonction semblable en fi. Il ne s’agit plus que de déterminer)^. 

Pour cela, nous observerons que si i— 7 î est pair; on a, en 
supposant |2 = 0 , et fi' = 0 , 

7.{i.a-3 (i-nj}» __>.{i.3.5....(i-n-ij.i.3.5 

^{2.4..„(i-;i;.(ai-^i;.(2i-3;....(i+»+i^ {i.3.5....(2i-i;}‘ 

Si i— ra est impair, on aura, en ne conservant que la première 
puissance de fi et de fi', 

(^•4 (i— a— ijfai—ij-ési— 3j (i+a+3j}‘ { 1 . 3 . 5 ( 2 i— ij}» 

Le radical précédent devient, en négligeant les quarrés de fi et 
de fi', 

{/•*— s/èr.cos.fv— ir'J-l-iit*} jîriî.cos.f'v— ; (f) 

Si 
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Si l’on substitue, au lieu de cos.(''îr — 'sr'^, sa valeur en exponen- 
tielles imaginaires, ci si l’on nomme c, le nombre dont le loga- 
rithme hyperbolique est l’unitë ; la partie indcpeiulante de ////', 
devient 


IjC coelTicient de -tt"* { — f i ou 

l 2 J 

Ri 

de COS. 72 (^<2? — 'isr'), dans le développement de celte fonction, 
est 

2.i.3.5,...fi-{-n — i^. 1.3.5. ...fi — n — i) 
a .4 6 . . . . . >(i—n) * 


c’est la valeur de C, lorsque i — n est pair. En la comparant à 
celle que nous venons de trouver dans le meme cas , on aura 
/1.3.5 fai — ijV i-f^' — i;)* • • -fi — « + 1I 

^ 1.2.3 i / + f^ + 7 t)' 

Lorsque 72=0 , il ne faut prendre que la moitié de ce coefïicicul, 
et alors on a 


/» 3 - 5 ... 
V 1.2.3. 



Pareillement , le coefficient de cos. 72 f — 'w'^, dans la 

fonction (/), est 


2.1 .3.5 fi-l-n).i .3.5 fi — n) 

2.4.6. ...fi-|-« — 1^,2. 4. 6... — 1 ) * 


c’est le coclficicnt de dans la valeur de lorsque l’on néglige 
les quarrés de /a et de et lorsque i — n est impair. En le com- 
parant à l’expression que nous venons de trouver pour ce coelli- 
cient dans le meme cas , on aura 


/i.3.5 f 2 i — i^Y i.fi— ij fi— n + ij 

^ ^ \ 2 . 2.3 i / fi + i/éi + 2; fi + nj^ 

expression qui est la même que dans le cas de 2—72 pair. Si 72 = o, 


ou aura encore, 


/1.3.5 fai— i;\s 

Tra—— j • 


Mécan. cèl. Tome JL 
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l6. De ce qui précède, nous pouvons conclure la forme 
générale des fonctions de // , V i — /«‘.sin. et i — cos. 

qui satisfont à l’équation aux dilférences partielles 



jri— / a/aj. 


1 ) /dd yco\ 

("di 


(îfJL 


3 




En désignant par C, le cocflicicnt de siii.«^, ou de cos./î-î?, dans 
la foiicliou ou aura 




1— /A/4 




f est égal fl (l — mulliplié par une fonction rationnelle et 
entière lie f», et ilans ce cas, on a parleu°. précéilent, 




+&c,l 


•V 


ù. ( Z i — i) 


étant une arbitraire* ainsi, la partie de dépendante do 
l’angle « 3r, est 




&c. I , { . siii.u'î^'i-jB^'') . cos.m 
2.(2l-~l) J ^ 


et étant deux arbitraires. Si l’on fait successivement dans 
celle fonction , Ti~o,n = i, « — 2 . . . . /z — i; la somme de toutes 
les fonctions qui en résulteront, sera l’expression générale de 
et celle expression renfermera 2 z+i arbitraires B^'\ 

&c. 

Considérons maintenant, une fonction S ^ rationnelle et entière 
de l’ordre j, des trois coordonnées orthogonales a;,/, z. Si l’on 
ivpréseiite par R , la distance du point déterminé par ces coordon- 
nées, à leur origine j par ô , l’angle forme par iî, et par l’axe des x; 
cl par -ST J l’angle que le plan des .v et des y , forme avec le plan pas- 
sant par i{, cl par Taxe des x i on aura 

/i— •/4*.cos.'îT ; /ALsin.*!?. 


Ea substituant ces valeurs dans S ^ et en développant cette fouc- 
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üon, en sinus et cosinus de Tangle ^ et de scs mnltiplcs ; si iÇ est la 
fonction la plus générale de l’ordre s, alors mi.ri'v et 003.71-1», 
sei’ont multipliés par des fonctions de la forme 

ainsi la partie de S , dépendante de l’angle ni» , renfermera 
(s — n-hi) constantes indéterminées. La partie de 19 , dépeii - 
danlc de l’angle -ar et de ses multiples , renfermera donc 
indéterminées : la partie indépendante de -w, en renfermera 5+ J ; 
<9 renfermera donc y constantes indéterminées. 

La fonction . . . +* 1 "^*) renferme pareillement 

(s-\-iy constantes indéterminées, puisque la fonction 1 "^*^ en 
renferme 21+1; on peut donc transformer t 9 , dans une fonction 
de cette forme , et voici la manière la plus simple d’exécuter celte 
transformation. 

On prendra, par ce qui précède, l’expression la plus générale 
de on la retrancliera de < 9 , et l’on déterminera les arbitraires 

de de manière que les puissances et les produits de et de 

V 1 — fxfji., de l’ordre s y disparoissent de la différence <9 — y^*); cette 
différence deviendra ainsi une fonction de l’ordre s — 1, que nous 
désignerons par S'. On prendra l’expression la plus générale de 
on la retrancliera de S' , et l’on déterminera les arbitraires 
de de manière que les puissances et les produits de /tx et de 

i — /IX®, de l’ordre 5 — 1 , disparoissent de la différence S ' — 

En continuant ainsi, on déterminera les fonctions y^^^, 

&c. , dont la somme forme t 9 . 
ly. Reprenons maintenant, l’équation du n°. i 5 , 

U^) =fp.I^-^\dR.df^\cW. 

Supposons R fonction de i^', V, et d’un paramètre a, constant 
pour toutes les couches de même densité, et variable d’une couclie 
à l’autre. La différence dR étant prise en supposant et -ar' cous- 
/dR\ , 

tans, on aura aie — ( — j.aa; partant, 

F 2 
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Concevons développé dans une suite de celte forme , 

étant, quel que soit i , une fonction rationnelle et entière de //, 
V 1 — //'“.sin. et V i — ft'*.cos.'ar', qui satisfait à l’équation aux 
différences partielles , 


o = 



d//.' 





La différence de prise par rapport à a , satisfait encore à celte 
équation, et par conséquent elle est de la nieine forme; on ne 
doit donc , en vertu du théorème général du u“. 12, considérer 
que le terme Z' dans le développement de , et alors 011 a 

Lorsque le sphéroïde est homogène et peu différent d’une sphère , 
on peut supposer p^ijCtiî^a.fiq- aj') ; ou a alors , en inté- 
grant par rapport à a , 


CO. QCO. 


De plus, si l’on suppose y développé dans une suite de la forme 

y'Co)q.y/(Oq.yK»)q.y'C3)^ 

satisfaisant à la n\ème équation aux différences partielles que 
^'co^. on aura , en négligeant les quantités de l’ordre «t*, 
Z ' . y ' CO , on aura donc 

QCO. 

Si l’on désigne par ce que devient y'C'^, lorsque l’on y change 
ijt! et '2^', dans /u et on a par le n®. ii, 


ai 1 


on a donc ce résultat remarquable , 

/y'^‘Lc/^c'.</^'.QCO=: 


4-y.yC'^ 

rai + i/ 


(0 


Cette équation ayant lieu, quel que soit on doit en con- 
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dure généralement que la double intégration de la fonction 
fZ '^^ prise depuis — i, jusqu’à (*' ~ij et depuis 

V = 0 , jusqu’à 'w' = 2 T, ne fait que transformer Z'^'^ dans 

Z<^'^ étant ce que devient Z'^‘^ , lorsque l’on y change et V dans 
et ; on a donc 




4^ /dZ(o 

(i+3).(2i-{-iy^\ da 


r) 


. da ; 


et la triple intégration dont dépend Z 7 ^‘^, se réduit à une seule 
intégration prise par rapport à a, depuis a=o, jusqu’à sa valeur 
à la surface du sphéroïde. 

L’équation (i) offre un moyen très-simple d’intégrer la fonction 
,Z^‘^ ,dii»dnr ^ depuis /tx= — i , jusqu’à i^ = i ^ei depuis '^3^ = 0, 
jusqu’à En effet, la partie de Y^'^ dépendante de l’angle 72 s-, 

es l , par ce qui précède , de la forme a . { , sin./z ar + h cos./z ar } , 

A étant égal à 


f. fc.j, 


on aura donc 


Y ' = a'. sin. 72 ^'+ 2?C”). cos. 72 } ; 

a' étant ce que devient a, lorsque f/. se change en La partie do 
dépendante de l’angle est par le n". précédent, 
ou >a'.a, (cos. 72 ^- cos.Tz-îJ^' + sin.TZ'sr.sin.TZ'ar'}; aiiisi la partie do 
rintégrale dépendante de l’angle zz-tj, sera 


y\,sin,n^,f^'^ .d[^' *d^' •shi.ri'^' , (.^^"^.sin. 72 't!r'-j- 5 ^''hcos. /zVj 

-l->A.COS.72'îsr./A'*.(//x',0?l5-'.COS.72'îy'. sin.72V + ^^'’h COS.ZZV} . 

En exécutant les intégrations relatives à V, celte partie devient 

y h. T, {^^"hsin.72'ar + jB^''hcOS.72'3r} ./A'\f//y 

mais en vertu de l’équation (i), cette môme partie est égale à 

— ^ .A. {^^"hsin.72'Br + 5^'*hcOS72 7ir): 

2 i -p 1 

on a donc 


/A'Lf// = 


4 
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Représentons maintenant , par a. {^'^''\sin. 7 î^+i 5 '^''\cos.W'T^), 
la partie de dépendante de l’angle n'v. Celle partie doit seule 
être combinée avec la partie correspondante de parce que 

les termes dépendans des sinus et cosinus de l’angle -sr et de scs 
multiples , disparoissent par l’intégration , dans la fonction 
/ J//. cZ-ar , intégrée depuis 'zsr = o , jusqu’à on aura 

ainsi, en n’ayaut egard qu’à la partie de dépendante de l’an- 
gle /î-Jr, 

{-.dr^"\siii.W'î?-f 5<^"\cos.;z'2!r} . {^'t'’\sin.72«4-2?'f"\cos.n^} 
=:W. { f">} .fK‘du=—^ { 2{)W W'C») 1 


En supposant donc successivement dans le dernier membre, 72 = 0 , 
72=1, 72 = 2,.*.,7i = 2 /la soinmc de tous ces termes, sera lu 
valeur de l’intégrale fY^‘\Z^''^,d(A.d7^, 

Si le sphéroïde est de révolution , en sorte que l’axe avec lequel 
le rayon H forme l’angle -ar , soit l’axe même de révolution ; l’angle -r 
disparoîlra de l’expression de Z% qui devient alors de celte forme. 


i. 3.3-<..£ ( a.^ai — i) 





étant une fonction de a. Nommons le coefficient de 
dans cette fonction : le produit 




3.5 (2 i — I / 

1.2.3 i 




i-(i--l) 
2. (ai — i) 


+ &.C, 




R‘ 

est par le n®. précédent, le coefficient de — dans le dévelojîpe- 
ment du radical , 

|r*— 1— /r^.cos. ^.77—^';} 

lorsque l’on y suppose (x et f/ égaux à l’unité. Ce coefficient est alors 
égal à 1 ,* on a donc 


1.3.5. 




2 .( 2 i-~l) 


+ &c.} 


ï.2.3. 
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c’est-à-dire que se réduit à l’unité, lorsque /«= i. On a ensuite 
4 


£A') = 


(i + V 


.(21 + 1)'^^ \da/ 


Relativement à Taxe de révolution, et par conséquent, 




4^ 




/p. • 


/dA^O' 

\ini 




donc si l’on suppose que relativement à un point placé sur le pro-* 
longement de cet axe , on a 


fiC") BCO 5CO 

+&e.j 


on aura la valeur de relative à un autre point placé à la même 
distance de l’origine des coordonnées , mais sur un rayon qui fait 
avec l’axe de révolution, un angle dont // est le cosinus^ en mul- 
tipliant les termes de cette valeur, respectivement par 

Dans le cas où le sphéroïde n’est point de révolution , cette 
méthode donnera la partie de /^indépendante de l’angle -«r : on 
déterminera l’autre partie de cette manière. Supposons , pour sini- 
plifier , le sphéroïde tel qu’il soit partage en deux parties égales et 
semblables, soit par l’cquateur, soit par le méridien où l’on iîxo 
l’origine de l’angle soit par le méridien qui lui est perpendi- 
culaire. Alors sera fonction de sin.“sr, et cos-’^^r, ou, ce 
qui revient au même, il sera fonction de et des cosinus de 
l’angle i2 -w- et de scs multiples; sera donc nul, lorsque i est 
impair , et dans le cas où il est pair, le terme dépendant de l’angle 
2 72 'ST, sera de la forme 

l Q.( 2 l—l) } 

Relativement à un point attiré, situé dans le plan de ré([uateur 
où y- — O , la partie de dépendante de ce terme , devient 

, r.3.5....ri — an — i; 

•~r~ » — ■■ — — . — ! .. . ■ ^ COS. 2 7Z V * 

n “t" 9 . 71 pj. . . .('ai — i) ' ’ 

d’où il suit qu’ayant développé dans une série ordonnée par 
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rapport aux cosinus de l’angle 3 ® , et de ses multiples , lorstjuc 
le poinl attiré est situé dans le plan de Féquràleur ; il suffira, pour 
étendre cette valeur à un point quelconque attiré, de multiplier 

les termes dépendans dje — — > par la fonction 


I 


a.(i‘\'an-{-l) 

'1.3.5, 


a. ('27—1; 


1 . 

J’ 


011 aura donc ainsi la valeur entière de lorsque celle valeur 
sera déterminée en série, pour les deux cas où le point attiré est 
situé sur le prolongement de Taxe du pôle , cl où il est situé dans 
le plan de réqualcur j ce qui simplilie beaucoup la recherche do 
celle valeur. 

Le sphéroïde que nous venons de considérer, comprend l’ellip- 
soïde. Relativement cà un jioinl attiré situé sur Taxe du pôle , que 
nous supposerons être l’axe des x, on a par le a, ù ==o, c = o, 
et alors rexpression de /^du n®. 5 , est intégrable par rapport à p. 
Relativement à un point situé dans le plan de l’équateur , ou a 
<2 = O , et la même expression de /^devient encore par les mélliodes 
connues, intégrable par rapport liç , en y faisant tang.ç^ Dans 
ces deux cas, l’intégrale étant prise par rapport à une de ces varia- 
bles dans ses limites , elle devient ensuite possible par rapport ù 
l’autre , et l’pn trouve que 3 f étant la masse du sphéroïde , la valeur 
y 

de — est indépendante du demi-axe k du sphéroïde, perpendi- 
culaire à l’équateur, et ne dépend que des excentricités de l’elli])- 

y 

soïde. En multipliant donc les différens termes des valeurs de — 
relatives à ces deux cas , et réduites en séries ordonnées suivant les 

Xmissances de ^ , par les facteurs dont nous venons de parler , pour 
y 

avpir la valeur de relative à un point quelconque attiré ^ la 

fonction qui en résultera , sera indépendante de ^ , et ne dépendra 
que des excentricités j ce qui fournit une nouvelle démonstration 
du théorème que nous avons déjiiontré dans le n°. 6 . 

31 le point attiré est placé dans l’intérieur du sphérpïde , l’at-. 

traction 
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traction qu’il éprouve, dépend, comme on l’a vu dans le n®. 9 , 
de la fonction et l’on a par le n^ cité , 

'tf» .dR.dfJi.' .d'v' , 00 




Ri^i 


équation que l’on peut mettre sous cette forme , 

^ CO == _!_ r ( . da . d^' .dct'.Q-‘\ 
(i—i) \ da J 

Supposons iî‘~* développé dans une suite de la forme 
satisfaisant à l’équation aux différences partielles, 





Si de plus, on nomme ce que devient lorsque l’on y 
change f*' en t*, et 'v' en -w ; on aura par ce qui précède, 


rn 4^ ^ / dz(^o\ , 


on aura donc ainsi , l’expression de ^relative à toutes les couches 
du sphéroïde qui enveloppent le point attiré. La valeur de 
relative aux couches par rapport auxquelles il est extérieur , se 
déterminera , comme on vient de le voir. 


Mi:cAN. cili. Tome II. 


G 
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CHAPITRE II 1. 

De la figure Æune masse fluide homogène en équilibre , 
et douée d'un mouvement de rotation, 

l8. ApRiîs avoir exposé clans les deux Chapitres précédons, 
la théorie des allraclions des sphéroïdes j nous allons considérer 
la figure qu’ils doivent prendre en vertu de l’action mutuelle de 
leurs parties , et des autres forces qui les animent. Nous cherche- 
rons d’abord la figure qui satisfait à l’équilibre d’une masse Iluide 
homogène douée d’un mouvement de rotation , et nous donnerons 
une solution rigoureuse de ce problème. 

Soient a, 6, c, les coordonnées rectangles d’un point quelconque 
de la surface de cette masse, et JP, Q, /?, les forces qui le solli- 
citent parallèlement à ces coordonnées , ces forces étant supposées 
tendre à les diminuer. Il résulte du n®. 34 du premier Livre, que 
pour l’équilibre de la masse fluide, il suffit que l’on ait 
o^P,da-^r Q*db-^M,dc ; 

pourvu que dans l’évaluation des forces P^Q, R^on ait égard h la 
force centrifuge due au mouvement de rotation. 

Pour évaluer ces forces , nous supposerons que la figure de la 
masse fluide , est celle d’un ellipsoïde de révolution , dont l’axe de 
rotation est Taxe même de révolution. Si les forces P, Q, R y qui 
résultent de cette hypothèse , substituées dans l’équation précé- 
dente de l’équilibre , donnent l’équation différentielle de la surface 
de l’ellipsoïde j l’hypothèse précédente est légitime , et la figure 
elliptique satisfait à l’équilibre de la masse fluide. 

Supposons que l’axe des a soit l’axe même de révolution j l’équa- 
tion il la surface de l’ellipsoïde sera de cette forme , 

-f cV 

l’origine des coordonnées a, b, c, étant au centre de l’ellipsoïde. 
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l' sera le demi-axe de révolution, et si l’on nomme ili, la niasse 
de l’ellipsoïde , on aura par le n°. 2 , 






3m ^ 

P étant la densité du fluide. Si l’on fait, comme dans le n”. 5 , 

I — m 1 , 

= on aura 7n=— — , et par conséquent, 

3 

équation qui donnera le demi-axe lorsque ^ sera déterminé. 
Soit 

{^— ang.taIlg.^),• 

■B' = {(' I +^*^.ang.tang.A — ; 


on aura par le n®. 3 , en n’ayant égard qu’à l’attraction de la masse 
fluide , 

; Q=^B\h ; Ti^B'.c. 

Si l’on nomme g, la force centrifuge à la distance 1 de l’axe de 
rotation; cette force à la distance du même axe, sera 

c* : en la décomposant parallèlement aux coordonnées b 
et c , il en résultera dans Q , le terme — gb, et dans R , le terme 
— gc s on aura ainsi , en ayant égard à toutes les forces qui animent 
les molécules de la surface. 


P = ; Q = (B'^g).b s R=:(B'^g).c; 

l’équation précédente de l’équilibre deviendra donc 
o=:ac/a+^^-^7-^. {b,dbi’C,dc], 

L’équation difierentielle de la surface de l’ellipsoïde est, en y subs- 


tituant pour m , sa valeur 

o==aJa+ 


b.db-\-c.dc 
__ , 


G 2 
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ea la comparant à la précédente , on aura 

(iJr^.‘).(B'—g) = ^' ; (i) 

si l’on substitue pour ^ ' et 5' leurs valeurs , et si l’on fait 
on aura 

°~ V+3 ' ; : » ( 2 ) 

en dtHcrmiiiant donc a., par cette équation qui est indépendante 
des coordonnées a^h^c ,o\\ fera coïncider l’équation de l’équilibre, 
avec celle de la surface de l’ellipsoïde ; d’où il suit que la figure ellip- 
tique satisfait à l’équilibre , du moins, lorsque le mouvement de 
rotation est tel que la valeur de a* n’est pas imaginaire , ou lors- 
qu’étant négative , elle n’est pas égale ou plus grande que l’unité. 
Le cas de a® imaginaire donneroit un solide imaginaire ; celui de 
A“ = — 1 , donneroit un paraboloïde , et celui de a® négatif et plu» 
grand que runité , donneroit un liypcrboloïde, 

1 g. Si l’on nomme , la pesanteur à la surface de l’ellipsoïde 5 
on aura 

= 


Dans l’intérieur de l’ellipsoïde, les forces P, Ç, P, sont propor- 
tionnelles aux coordonnées a, 5, c ; car on a vu dans le n°. 5, 
que les allractions de l’ellipsoïde, parallèlement à ces coordon- 
nées , leur sont respectivement proportionnelles , ce qui a égale- 
ment lieu pour la force centrifuge décomposée parallèlement aux 
mêmes coordonnées. Il suit de-là , que les pesanteurs aux divers 
points d’un rayon mené du centre de l’ellipsoïde à sa surface , ont 
des directions parallèles , et sont proportionnelles aux distances 
à ce centre ; en sorte que si l’on connoît la pesanteur à sa surface , 
on aura la pesanteur dans l’intérieur du splicroïde. 

Si dans l’expression de on substitue pour P, Ç, P, leurs 
valeurs données dans le n®. précédent , on aura 

i» = + «•/•Ci’ + c*;,- 

d’où l’on lire, en vertu de l’équation (i) du n°. précédent , 
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mais l’équation de la surface de l’ellipsoïde donne = Z* — a* ; 

on aura donc 




V 1+^* * 


o est égale à h au pôle , il est nul à l’équateur j d’où il suit que la 
pesanteur au pôle , est à la pesanteur à l’équateur , comme \/i -f- a» 
est à Tunité , et par conséquent , comme le diamètre de l’équateur 
est à l’axe du pôle. 

Nommons la perpendiculaire à la surface de l’ellipsoïde , pro- 
longée jusqu’à la rencontre de l’axe de révolution j on aura 

\/ ("1 + ; 


partant 


P 


£.t 

î+Â» * 


ainsi la pesanteur est proportionnelle à t. 

Soit 4 le complément de l’angle que t fait avec l’axe de révolu* 
tion j 4 sera la latitude du point de la surface , que l’on considère , 
et l’on aura par la nature de l’ellipse , 


on aura donc 


O -f aV . à ^ 

t/l4"A^*COS.®.4 
A. h 

V/ 1 4"A*.cos.*.4 


et en substituant pour sa valeur , on aura 

{A—ang.tang.A} 

P = ‘ ,* (5) 

A^. + A*. cos. “.4 

cette équation donne la relation entre la pesanteur et la latitude ; 
mais il faut pour cela déterminer les constantes qu’elle renferme. 

Soit T , le nombre de secondes que la masse fluide emploie à 
tourner sur elle-même j la force centrifuge g, à la distance 1 de 

4 T* 

l’axe de rotation , sera par le n®. 9 du premier Livre , égale à 
on aura donc 

g la.T* 


9 
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ce qui donne 4^^=--^-. Le rayon osculatcur du méridien elliptique, 

est — ; en nommant donc c, la grandeur du degré ,à k 
{ 1 +A®C 0 S.‘‘ 4 ^‘ 
latitude 4 > un aura 

= 200 . C. 

{^i4-a“.co?.*4 / 

Cette équation combinée avec la précédente, donne, 

4Tp4i4-x“j.fc 

— — = 2 Q 0 .c. {iq-A*.cos.*4} • “77r ; 

\/ l-b A*.C 08.*4 

on aura ainsi , 

r . . f A—ang.tang.A) la.-r 

p = 20o.c. {i+a*.cos.‘ 4 }* • * 

Soit /, la longueur du pendule simple qui fait une oscillation dans 
une seconde de temps ; il résulte du n”. 1 1 du premier Livre , que 
P en comparant ces deux expressions de p, on aura 

9400. c. {a — ang.tang. aJ . { i-j-A^.cos.^} ^ 

ç— V.i.Tkk^ ’ 


celte équation et l’équation (2 ) dan®, précédent , feront connoîtro 
les valeurs de y et de a, au moyen de la longueur / du pendule 
à secondes et de la grandeur c du degré du méridien , observées 
Tune et l’autre , à la latitude 4 » 

Supposons 4 = 5 o°, ces équations donneront 


800. c 


^ TT./. T» 


, / 800 . c Y 
+ &C. J 


+ &c. ; 


les observations donnent , comme on le verra dans la suite , 
c = 1 ooooo"*® J / = O™® , 74 1 608 ; 

on a de plus 7 ’== 997 2 7 j on aura ainsi , 

^ = 0,00544957 } A* = 0, 00868767. 

liC rapport de Taxe de l’équateur, à celui du pôle , étant V^i 
il devient dans ce cas, i,oo 43544 i j ces deux axes sont à fort peu 
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près dans le rapport de 33i,7 à 33o,7 , et par ce qui précède, les 
pesanteurs au pôle et à Tequateur sont dans le même rapport. 

On aura le demi-axe k , du pôle , au moyen de réqualiou 




+ floo-c 

?r 


&,c.}5 


ce qui donne 

A = 6352534"’". 


Pour avoir l’attraction d’une splicre du rayon I, et d’une densité 
quelconque ; on observera qu’untî splière du rayon k et de la den- 
sité P , agit sur un point placé à sa surface , avec une force égale à 
jTp,/&, et par conséquent, en vertu de l’équation ( 5 ), égale à 




3 . ('i -{-A“ j . ( X— ang . tang. \) 


, OU h p, {i — -p &c. } , ou enfin à 


0,998697 »p , P étant la pesanteur sur le parallèle de 5 o®. De-là 
il est aisé de conclure la force attractive d’une sphère d’un rayon 
et d’une densité quelconque , sur un point placé au-dehors ou 
dans son intérieur. 


20* Si l’équation (a) du n". 18 étoit susceptible de plusieurs 
racines réelles j plusieurs figures d’équilibre conviendroient au 
même mouvement de rotation 5 voyons donc si cette équation a 
plusieurs racines réelles. Pour cela , nommons 9 , la fonction 

9X4-27. 


9 + 3x“ 


-ang.tang.x, dont l’égalité à zéro, produit l’équa- 


tion (2). Il est facile de voir qu’en faisant croître x, depuis zéro 
jusqu’à l’infini, l’expression de p commence et finit par être posi- 
tivej ainsi, en imaginant une courbe dont x soit l’abscisse, et dont ^ 
soit l’ordonnée , cette courbe coupera son axe , lorsque x = o ; les 
ordonnées seront ensuite positives et croissantes 5 parvenues à leur 
maximum , elles diminueront ; la courbe coupera une seconde fois 
son axe , à un point qui déterminera la valeur de x correspondante 
à l’état d’équilibre de la masse fluide - les ordonnées seront ensuite 
négatives, et puisqu’elles sont positives, lorsque x = oo, il est 
nécessaire que la courbe coupe une troisième fois son axe , ce qui 
détermine une seconde valeur de a qui satisfait à l’équilibre. Ou 
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voit ainsi que pour une même valeur de q , ou pour un mouve- 
ment de rotation donné, il y a plusieurs figures avec lesquelles 
l’équilibre peut subsister. 

Pour déterminer le nombre de ces figures , nous observerons 
que l’on a 

J 6 -dK. g j- 

La supposition de dp =o y donne 

O = y + f lO^ — + 

d’où Ton tire , en ne considérant que les valeurs positives de 

Ces valeurs de k déterminent les maxima et les minima de l’or- 
donnée <p / il n’y a donc que deux ordonnées semblables , du côté 
des abscisses positives , ce qui exige que de"ce côté , la courbe ne 
coupe son axe qu’en trois points , en y comprenant l’origine j 
ainsi le nombre des figures qui satisfont à l’équilibre, se réduit 
*à deux. 

La courbe, du côté des abscisses négatives, étant exactement la 
même que du côté des abscisses positives , à la différence près du 
signe des ordonnées ; elle coupe son axe de chaque côté , dans des 
points correspondans équidistans de l’origine des coordonnées ; les 
valeurs négatives de k qui satisfont à l’équilibre, sont donc au 
signe près , les mêmes que les valeurs positives ; ce qui donne 
les mêmes figures elliptiques , puisque le quarré de h entre seul 
dans la détermination de ces figures j il est par conséquent inutile 
de considérer la courbe, du côté des abscisses négatives. 

Si l’on suppose q fort petit, comme cela a lieu pour la terre j 
on pourra satisfaire à l’équation (a) du n*. i8 , dans les deux hypo- 
thèses de k* fort petit , et de a* fort grand. Dans la première , on a 
par le n°. précédent , 

Pour avoir la valeur de a* dans la seconde hypothèse ; nous obser- 
verons qu’alors , ang^tang, k diffère très-peu de en sorte que 

si 
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«ÎT 

si l’on suppose ^ ~ > * sera un très-petit angle dont la tan- 

•gente est - ; on aura donc 

° h’ 

ct~ — + — — &c.; 

et par conséquent , 

ar,s.tans..= ^_l+ J^_^+ &c.; 
l’équation (2) du n®. 18 deviendra ainsi, 

J 

9 + 3^* a A 3^’ ’ 

d’o 'i l’on conclut par le retour des suites , 

8 . 4</ f ^4) , O 

A — .- — ) 1—^14. &c. 

4q CT ( S-T*] 

= 2, 356195 •^—2,546479 — 1,478885.^4- &c. 

On a vu dans le n®. précédent , que relativement à la terre , 
$' = 0,00344957; celte valeur de ç substituée dans l’expression 
précédente , donne a = 680,49. Ainsi le rapport des deux axes de 
l’équateur et du pôle, rapport qui est égal à V^i + a*, est dans le 
cas du sphéroïde très-applati , égal à 680,49. 

La valeur de $' a une limite au-delà de laquelle Téquilibre est 
impossible avec une figure elliptique. Supposons, en elFct, que 
la courbe ne coupe son axe qu’à son origine , et qu’elle ne fasse 
que la toucher ailleurs ; on aura à ce point de contact, ^ = o , et 
c?(p = 0 ; la valeur de 9 ne sera donc jamais négative, du côté des 
abscisses positives , les seules que nous considérons ici. La valeur 
de ^ déterminée parles deux équations ? = 0, d<p = Oy sera donc 
la limite de celles avec lesquelles l’équilibre peut subsister, en 
sorte qu’une plus grande valeur rend l’équilibre impossible ; car 
étant supposé croître de /, la fonction P augmente du terme 

“Tm. > valeur de <p correspondante à q , n’étant jamais 

.9 T* A 

négative , quel que soit a , la meme fonction correspondante à $'+/ 
est constamment positive , et ne peut jamais devenir nulle ; l’équi- 
Mccan. cél. Tome JJ. H 
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libre est donc alors impossible. Il résulte encore tic celte analyse, 
qu’il n’y a qu’une seule valeur i-éclîe et positive de q , qui satis- 
fasse aux deux équations <p~Oy et d<p=o. Ces équations donnent 
les suivantes , 

_ 6 .\» 




ang.tang. K 


La valeur de a qui satisfait à celte dernière équation , est A—fljôagiî ; 
d’où l’on tire = 0,3570075 la quantité V^i+k^, qui exprime 
le rapport de l’axe de l’équateur à celui du pôle, est dans ce cas, 
égale à ^1,7 197. 

La valeur de q relativement à la terre, est égale à 0,00344957. 
Cette valeur répond à une durée de rotation de o’ ,99727 3 or on a 

Éf 

généralement q = , en sorte que par rapport aux masses de 

même densité, q est proportionnel à la force centrifuge g du mou- 
vement de rotation , et par conséquent en raison inverse du quarré 
du temps de la rotation 3 d’où il suit que relativement à une masse 
de même densité que la terre, le temps delà rotation qui répond à 
^ = 0,357007,031 de O' , 10090. Dc-jà résultent ces deux tliéorêmes : 

({ Toute masse fluide homogène d’une densité égale à la moyenne 
)) densité de la terre , ne peut pas être en équilibre avec une ligure 
D elliptique 3 si le temps de sa rotation est moindre que o’ -,10090. 
» Si ce temps est plus considérable 5 il y a toujours deux figures 
» elliptiques et non davantage , qui satisfont à l’équilibre. 

)) Si la densité de la masse fluide est dilTérente de celle de la 
» terre 3 on aura le temps de la rotation, dans lequel l’équilibre cesse 
« d’être possible avec une figure elliptique 3 en multipliante' *,10090, 
’) par la racine quarrée du rapport de la densité moyenne de la 
)) terre , à celle de la masse fluide ». 

Ainsi relativement à une masse fluide dont la densité ne seroit 
qu’un quart de celle de la terre , ce qui a lieu à-peu-près pour le 
.soleil , ce temps seroit de o'*, 201843 et si la densité de la terre 
supposée fluide et homogène, étoit environ 98 fois moindre que 
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sa densité actuelle , la figure qu’elle devroit prendre , pour satis- 
faire à son mouvement actuel de rotation , seroit la limite de toutes 
les figures elliptiques avec lesquelles l’équilibre peut subsister. La 
densité de Jupiter étant environ cinq fois moindre que celle de 
la terre, et la durée de sa rotation étant de o'*, 41577; on voit que 
cette durée est dans les limites de celles de l’équilibre. 

On pourroit croire que la limite de est celle où le fluide 
commenceroit à se dissiper, en vertu d’un mouvement de rotation 
trop rapide ; mais il est facile de se convaincre du contraire , en 
observant que par le n®. 19 , la pesanteur à l’équateur de l’ellip- 
soïde , est à la pesanteur au pôle , dans le rapport de l’axe du pôle 
à celui de l’équateur, rapport qui dans ce cas est celui de i à 
2,7197; l’équilibre cesse donc d’être possible, parce qu’avec un 
mouvement de rotation plus rapide , il est impossible de donner 
à la masse fluide , une figure elliptique , telle que la résultante de 
son attraction et de la force centrifuge , soit perpendiculaire à la 
surface. 

Nous avons supposé jusqu’ici, a* positif, ce qui donne des sphé- 
roïdes applatisvers les pôles; examinons jirésentement si l’équilibre 
peut subsister avec une figure allongée vers les pôles. Soit alors, 
A*= — a'* ; a'* doit être positif et moindre que l’unité , autrement, 
l’ellipsoïde se changeroit en hyperboloïde. La valeur précédente 
de donne 

/ A».dA. — 

l’intégrale étant prise depuis ^ = En substituant au lieu de a, 
sa valeur d= a', — 1 , on aura 

<p i.y 

or il est clair que les élémens de cette dernière intégrale sont tous 
de même signe, depuis a'“ = o, jusqu’à a'* = i; la fonction (p ne 
peut donc jamais devenir nulle dans cet intervalle; ainsi l’équi- 
libre ne peut subsister avec une figure allongée vers les pôles. 

îi 1 • Si le mouvement de rotation primitivement imprimé à 
une masse fluide , est plus rapide que celui qui convient à la limite 

II 2 
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de çr, il ne faut pas en conclure qu’elle ne peut pas être en équilibre 
avec une ligure elliptique ; car on conçoit qu’en s’applatissant de 
plus en plus , elle prendra un mouvement de rotation , de moins 
en moins rapide ; en supposant donc qu’il existe, comme dans tous 
les fluides connus , une force de ténacité entre ses molécules , cette 
masse après un grand nombre d’oscillations , pourra enfin par- 
venir à un mouvement de rotation , compris dans les limites de 
l’équilibre , et se fixer à cet état. Mais cette possibilité n’est encore 
qu’un apperçu qu’il est intéressant de vérifier j il est également 
intéressant de savoir s’il y a plusieurs états possibles d’équilibre j 
car ce que nous venons de démontrer sur la possibilité des deux 
états d’équilibre , correspondans à un même mouvement de rota- 
tion, n’entraîne pas la possibilité de deux états d’équilibre cor- 
respondans à une même force primitive 5 puisque les deux étals 
d’équilibre relatifs à un même mouvement de rotation , exigent 
deux forces primitives différentes , ou différemment appliquées* 

Considérons donc une masse fluide , agitée primitivement par 
des forces quelconques, et ensuite abandonnée à elle-même, cl à 
l’attraction niulucJle de toutes ses parties. Si par le centre de gra- 
vité de celte niasse supposée immobile , on conçoit un plan par 
rapport auquel la somme des aires décrites sur ce plan , par chaque 
molécule , et multipliées respectivement par les molécules corres- 
pondantes , soit à l’origine du mouvement , un maximum ; ce plan 
jouira constamment de cette propriété, par les n*’®. 21 et 22 du 
premier Livre , quelle que soit la manière dont les molécules agissent 
les unes sur les autres , soit par leur ténacité , soit par leur attrac- 
tion , et leur choc mutuel , dans le cas même où il y auroit des 
pertes de mouvement, brusques et finies dans un instant j ainsi 
lorsqu’après un grand nombre d’oscillations , la masse fluide pren- 
dra un mouvement de rotation uniforme, autour d’un axe fixe, 
cet axe sera perpendiculaire au plan dont nous venons de parler, 
qui sera celui de l’équateur, et le mouvement de rotation sera tel 
que la somme des aires décrites pendant l’instant dt , par les molé- 
cules projetées sur ce plan , sera la même qu’à l’origine du mouve- 
ment 5 nous désignerons par E,dt^ cette dernière somme. 

Nous observerons ici , que l’axe dont il s’agit, est celui par 
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rapport auquel la somme des niomcns des forces primitives du 
système, étoit un maximum. Il conserve cette propriété, pendant 
4e mouvement du système, et devient enfin l’axe de rotation ; car, 
ce que nous avons démontré dans les n®*. cités du premier Livre, 
sur le plan du maximum des aires projetées , s’applique à l’axe du 
plus grand moment des forces ; puisque l’aire élémentaire décrite 
par la projection du rayon vecteur d’un corps sur un plan, 
et multipliée par sa masse, est évidemment proportionnelle au 
moment de la force finie de ce corps , par rapport à l’axe perpen- 
diculaire cà ce plan. 

Soit comme ci-dessus , g la force centrifuge due au mouvement 
de rotation , à la distance i de l’axe ; \/~g sera la vîtesse angulaire 
de rotation; nommons ensuite ky le demi-axe de rotation de la 
masse fluide, et A. le demi- axe de son équateur. Il est 

facile de s’assurer que la somme des aires décrites pendant l’ins- 
tant dt y par toutes les molécules projetées sur le plan de l’équa- 
teur, et multipliées respectivement par les molécules correspon- 
dantes, est •dt» on aura donc 

10 


En nommant ensuite ilfla masse fluide, on aura 

-^TT.F.p.él +A»; =itf; 

la quantité , que nous avons nommée dans le n'’. i8, de- 

-TT. P 

vient ainsi, en désignant par q' la fonction 




. L’équation du meme n®, devient 




— ang.tang . } 


9 + 3 /.“ ° ° 

Cette équation déterminera h ^ on aura ensuite ky au moyen de 
l’expression précédente de M* 

Nommons <p, la fonction 

9 + 3 /.“ 


ang.tang.x, 
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qui doit être égale à zéro , par la condition de l’équilibre : cette 
fonction commence par être positive , lorsque a est très-petit , et 
finit par être négative , lorsque a est infini j il existe donc entre 
A = o , et A infini, une valeur de a, qui rend cette fonction nulle , 
et par conséquent , il y a toujours , quel que soit q\ une figure 
elliptique , avec laquelle la masse fluide peut être en équilibre. 
On peut mettre la valeur de ^ , sous celte forme intégrale, 

^c?A. i8.('i + A‘‘j'} I 

Lorsqu’elle devient nulle, la fonction 

a déjà passé par zéro , pour devenir négative ; or dès l’instant où 
cette fonction commence à être négative , elle continue de l’être à 

mesure que a augmente j parce que la partie positive — p 18 y', 

K* 

diminue, tandis que la partie négative, — {$''a*+i8.('i + a*^’ } 
augmente; la fonction tp ne peut donc pas devenir deux fois nulle; 
d’où il suit qu’il ii’y a qu’une seule valeur réelle et positive de a 
qui satisfasse à l’équation de l’équilibre , et par conséquent , le 
fluide ne peut être en équilibre, qu’avec une seule figure elliptique. 
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CHAPITRE IV. 

De la figure d*un sphéroïde très^-peu différent dhine sphère 
et recouvert dhuie couche de fiuide en équilibre, 

*1*1, Nous avons considéré dans le Cliapiire précédent, l’équi- 
libre d’une masse fluide homogène, et nous avons trouvé que la 
figure elliptique satisfait à cet équilibre; mais pour avoir une 
solution complète de ce problème, il faudroit déterminer àpriori , 
toutes les figures de l’équilibre, ou s’assurer que la figure ellipti- 
que est la seule qui en remplisse les conditions ; d’ailleurs, il est 
très-probable que les corps célestes ne sont pas des masses homo- 
gènes, et qu’ils sont plus denses vers le centre, qu’eà la surface; 
on ne doit donc pas dans la recherche de leur figure , se borner 
au cas de l’homogénéité: mais alors, celte recherche présente de 
grandes difficultés. Heureusement, elle se simplifie par la consi- 
dération du peu de différence qui existe entre la figure sphéri- 
que , et celles des planètes et des satellites; ce qui permet de négli- 
ger le quarré de cette différence et des quantités dont elle dépend. 
Malgré ces simplifications , la recherche de la figure des planètes 
est encore très-compliquée. Pour la traiter avec la plus grande 
généralité , nous allons considérer l’équilibre d’une niasse fluide 
qui recouvre un corps formé de couches d’une densité variable, 
doué d’un mouvement de rotation , et sollicité par l’attraction do 
corps étrangers. Pour cela , nous allons rappeler les loix de l’équi- 
libre des fluides , que nous avons démontrées dans le premierLivre. 

Si l’on nomme p , la densité d’une molécule fluide ; n , la pression 
qu’elle éprouve ; F, F', F\ &c., les forces dont elle est animée; 
dfi df\ df", &c. , les élémens des directions de ces forces ; l’équa- 
tion générale de l’équilibre de la masse fluide, sera par le n°. 17 du 
premierLivre, 

y = F.df+F'.df' + F''.df' + &LC. 
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Supposons que le second membre de cette équation , soit une dif- 
férence exacte; en désignant par c??, cette différence, p sera né- 
cessairement fonction de n et de^.* l’intégrale de cette équation 
donnera P , en fonction de n ; on pourra donc réduire p , à n’ctro 
fonction que de n , d’où l’on tirera n en fonction de p ; ainsi , 
relativement aux couches de densité constante, on aura û?n = o, 
et par conséquent , 

o = F. df-\- F\ df + F\df' + &c. ; 

équation qui indique que la force tangentielle à la surface de ces 
couches , est nulle , et par conséquent , que la résultante de toutes 
les forces F, F', F'\ &c., est perpendiculaire à cette surface; en 
sorte que ces couches sont en meme temps couches de niveau. 

La pression n étant nulle k la surface extérieure , p doit y être 
constant , et la résultante de toutes les forces qui animent chaque 
molécule de cette surface , lui est perpendiculaire. Cette résultante 
est ce que l’on nomme pesanteur. Ijcs conditions de l’équilibre d’une 
masse fluide sont donc , i®. que la direction de la pesanteur soit 
perpendiculaire à chaque point delà surface extérieure; 2 “. que 
dans l’intérieur de la masse , les directions de la pesanteur de 
chaque molécule , soient perpendiculaires à la surface des couches 
de densité constante. Comme on peut dans l’intérieur d’une masse 
homogène , prendre telles couches que l’on veut , pour couches 
de densité constante ; la seconde des deux conditions précédentes 
de l’équilibre, est toujours satisfaite, et il suffit pour l’équilibre, 
que la première soit remplie ; c’est-à-dire que la résultante do 
toutes les forces qui animent chaque molécule de la surface exté- 
rieure, soit pej’pendiculaire à cette surface, 

23. Dans la théorie de la figure des corps célestes ; les forces 
F y F' y F''yh.c.y süut pcoduitcs par l’attractiou de Icurs moléculcs , 
par la force centrifuge due à leur mouvement de rotation, et par 
l’attraction des corps étrangers. Il est facile de s’assurer que la 
différence F. df-\-F'.df'-\- &c, , est alors exacte ; mais on le verra 
clairement par l’analyse que nous allons faire de ces différentes 
forces, en déterminant la partie de l’intégrale f,(Fndf-{-F'* dJ^-\-^Q.) 
qui est relative à chacune d’elles, 


Si 
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Si l’on nomme dM^ une molécule quelconque du sphéroïde., 
et f sa distance à la molécule attirée 3 son action sur cette dernière 


«era En multipliant cette action, par l’élément de sa direc- 
tion , qui est — puisqu’elle tend à diminuer /', on aura rela- 


tivement H l’action de la molécule dM, fFdf~ 


dM 

T' 


d’où il suit 


que la partie de l’intégrale f (F,df~\- P\df &cj qui dépend 
de l’altractioii des molécules du sphéroïde , est égale à la somme 
de toutes ces molécules divisées par leurs distances respectives 
à la molécule attirée. Nous représenterons cette somme par 
comme nous l’avons fait précédemment. 

On se propose , dans la théorie de la figure des planètes , do 
déterminer les loix de l’équilibre de toutes leurs parties , autour 
de leur centre commun de gravité ; il faut donc transporter en 
sens contraire, à la molécule attirée, toutes les forces dont cr 
centre est animé en vertu de l’action réciproque de toutes les par- 
ties du sphéroïde ; mais on a vu dans le n°. 20 du premier Livre, 
que par la propriété de ce centre , la résultante de toutes ces ac- 
tions sur ce point, est nulle; il n’y a donc rien à ajouter à 
pour avoir l’effet total de raltractiou du sphéroïde sur la molécule 
attirée. 


Pour déterminer l’effet de la force centrifuge ; nous supposerons 
la position de la molécule, déterminée par les trois coordonnées 
rectangles z\ dont nous fixerons l’origine, au centre de gra- 
vité du sphéroïde. Nous supposerons ensuite que l’axe des x' est 
Taxe de rotation , et que g exprime la force centrifuge due à la 
vitesse de rotation, à la distance 1 de l’axe. Cette force sera 
nulle dans le sens des x' ^ et égale à gy' et gz' dans le sens des y' 
et des z' J en multipliant donc ces deux dernières forces , respec- 
tivement par les élémens dy' et dz' de leurs directions , on aura 
Ck , pour la partie de Tintégrale f(F,df-\‘F\df'-\’^c.)^ 

qui est due à la force centrifuge du mouvement de rotation. 

Si l’on nomme comme ci-dessus , r la distance de la molécule 
attirée , au centre de gravité du sphéroïde j ô l’angle que le rayon r 
forme avec l’axe des x'; et -^l’angle que forme le plan qui passe par 
MicAN. cil.. Tome II, I 
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]’tixe (le x' et par cette molécule, avec le plan des x' et des y j 
en fin, si l’on fait cos. on aura 

y^^r^V^i — /^“.cos.-jy; z' :==•!' ,V i — itx“.siii.'w ; 

d’où l’on tire 

= i g- y 1— y y 

Nous mettrons celte dernière quantité , sous la forme suivante, 

pour assimiler ses termes, tà ceux de l’expression de que nous 
avons donnée dans le Chapitre II; c’est-à-dire, pour leur donner 
la propriété de satisfiûre à l’équation aux différences partielles , 



dans laquelle est une fonction rationnelle et entière de ix , 
y 1 — /^“.cos.'sr, et V 1 — At\sin.'ar , du degré car il est clair que 
chacun des deux termes ÿ^r* et — — \), satisfait pour 
à l’équation précédente. 

Il nous reste présentement à déterminer la partie de l’intégrale 
f( &CC.J qui résulte de l’action des corps étrangers. 
Soit tS* la masse d’un de ces corps j^sa distance à la molécule attirée, 
et 5 sa distance au centre de gravité du sphéroïde. En niultipliant 
son action par l’élément — df de sa direction , et en l’intégrant 
S 

ensuite , on aura y. Ce n’est pas la partie entière de l’intégrale 

f (F*df-^F',df+^Q.) due à l’action de S ; il faut encore trans- 
porter en sens contraire , à la molécule , l’action de ce corps , sur 
le centre de gravité du sphéroïde. Pour cela, nommons v l’ungle 
que 5 forme avec l’axe des x', et 4 , l’angle que forme le plan qui 
passe par cet astre et par le corps (S*, avec le plan des x' et des y'. 
S 

L’action ~ de ce corps , sur le centre de gravité du sphéroïde , 

décomposée parallèlement aux axes des x\ des y' et des z', pro- 
duira les trois forces suivantes , 

S . , 5 . 

— .sm.v.cos.4 ; -—.sm. 

5 “ 5 “ 


cos.^^ ,• 
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En les transportant en sens contraire , à la molécule attirée , ce qui 
revient à les faire précéder du signe — , en les multipliant ensuite 
par les élémens dx\ dy\ dz\ de leurs directions, et en les inté- 
grant ; la soiiune de ces intégrales sera 
5 

— — . {a;\cos. <^+j>''.sin.i'.C03.4 + -^sin. (^.sin. 4} 4‘Consfanle; 


la partie entière de l’intégrale J'(F,df F', df + &cj duc ù 
l’action du corps 6’, sera donc 

Y — .sin.^.Cü3.4 + -'*5111^.3111.4} + constante ; 

et conmic cette quantité doit être nulle, par rapport au centre 
de gravité du spliéroïde, que nous supposons immobile, et que 
relativciiicnl à ce point , /de vient .s, etx,y, z' sont uulsj on aura, 

5 

constante = , 

Maintenant, f est égal à 

( (s . cos. V — jr/* -I- ( s . sin. cos. 4 — y T + f . 9 . sin. . sin. 4 — z'y } ' ; 
l’e qui donne , en substituant pour Xy y y z\ leurs valeurs précé- 
dentes , 

^ 5 

f y — 2 i r. ^ cos. V . cos. Q 4- sin. v . sin, Ô . cos. ('a- — 4y^ } "b 

Si Fon réduit cette fonction , dans une suite descendante par rap- 
port aux puissances de s , et que Fon représente ainsi cette suite , 

[ PW+ - .p<')+ P('>+ ^.pw+ &c. ]; 

on aura généralement par les n”*. i5 et 17 , 


PCO : 


1.3.5 (2i—i) 

1.2.3 i 


f p. &c. I ; 

( 2.^21 — l) ^ J 


^ étant égal à cos.f/.cos.ô-t-sin.v.sin. d,cos.(^ 3 r — 4Jj il est visible 
d’ailleurs par le n°. 9 , que Fon a 




J /ddPeON 

Ji 

[ A ) 

C d/4 


r 




I ^ 


o~ 
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en sorte que les termes de la série précédente , ont cette propriété 
commune avec ceux, de On aura, cela posé. 


i- 

/ 


SS 

^{x'. cos. P . sin . p . cos. 4 + z' . sin. p . siii . 4 ) 


&c.]. 

5* t ^ J 


S’il y a d’autres corps , iS*', S", &c. ; en désignant par s, p\ 4'» iP > 
p\ 4", &c. , ce que nous avons nommé s, p , 4, 

relativement au corps S' ^ on aura les parties de l’intégrale 
f (F,df+ F' ,df + &c.^, dues à leur action, en marquant d’un 
trait, de deux traits, &c. , les lettres 5, f', 4 et P, dans l’expres- 
sion précédente de la partie de cette intégrale , due à l’action 
de <9. 

Si l’on rassemble maintenant, toutes les parties de cette inté- 
grale , et si l’on fait 

3 ^ 

4-. P^”+ &c. — Cl^'— i; = «. 

s -' s ^ a 

- P‘“’+ ^.P'<^’+ &C. = ..Z'^’ ; 

J + 


&c.. 


étant un très-petit coefficient, parce que la condition d’un sphé- 
roïde très-peu different de la sphère, exige que les forces qui 
Vécarteut de cette ligure , soient très-petites ; on aura 

satisiaisant , quel que soit i, à l’équation aux différences par- 
tielles , 



f 

l 





L’équation générale de l’équilibre sera donc 

/^ = P'+<i>-\{Z''’’+Z<*>+r.ZW+r'.Z'«+&c.}. (i) 
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Si les corps étrangers sont très-éloignés du sphéroïde , on pourra 
négliger les quantités ^ , &c. ,* parce que les différens 

fermes de ces quantités , étant divisés respectivement par &cc. , 
s'\ &c. , ces termes deviennent très-petits, lorsque s, s'y &g., 

sont fort grands par rapport à r. Ce cas a lieu pour les planètes et 
les satellites , à l’exception efe Saturne dont l’anneau est trop près 
de sa surface , pour n’avoir pas égard aux termes précédons. 11 faut 
donc , dans la théorie de la figure de cette planète , prolonger le 
second membre de l’équation ( i ) , qui a l’avantage de former une 
série toujours convergente ; et comme alors , le nombre des cor- 
puscules extérieurs au sphéroïde , est infini , les valeurs de 
Z^''\ &c. , sont données en intégrales définies , dépendantes de la 
figure et de la constitution intérieure de l’anneau de Saturne^ 

Ïi4. Le sphéroïde peut être entièrement fluide j il peut être 
formé d’un noyau solide recouvert par un fluide. Dans ces deux 
cas, l’équation (i) du n°. précédent, déterminera la figure des 
couches de la partie fluide , en considérant que n devant être une 
fonction do /> , le second membre de cette équation doit être cons- 
tant à la surface extérieure, et à colle do toutes les couches do 
niveau , et qu’il ne peut varier que d’une couche a l’autre. 

Les deux cas précédens se réduisent à un seul , lorsque le sphé- 
roïde est homogène J car il est indifférent pour l’équilibre, qu’il 
soit entièrement fluide , ou qu’il renferme un noyau intérieur 
solide. Il suffit par le n'^. 12 , cpie l’on ait à la surface extérieure , 

constaii te = * r’ . { -f r. + &c. } . 


Si l’on substitue dans cette équation , au lieu de sa valeur don- 
née par la formule (5) du n°. 11 , et si l’on observe que par le 
n°. 12 , disparoît , en prenant pour a , le rayon d’une sphère 
de mêirre volume que le sphéroïde, et que est nul, lorsque 
Von fixe l’origine des cooordonnées au centre de gravité du sphé 
roïde J on aura 




const. " — ~ — h 
or 


[f rc>+-. rp)-K-2l.r(i)+ &c.] 

r 7' 91-* j 


+ ur\ + + + &c.]. 
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C’est l’équation de la surface du sphéroïde', en y snbsli tuant an 
lieu de r, sa valeur à la surface, i-j-uy, ou 

4- -f- y ( & c. } , 

ce qui donne 

const. = if • a- — { i . y W + }. y(*)+ 1 . y( } 

+ « a’. { ZW-l- + a*. Z<')+ &c, ) . 

On déterminera la conslaule arbitraire du premier mdmbrc de 
pelte équation , au moyen de celle-ci , 

const. ~ J -TT . a“ 4- « a* . ; 

on aura ensuite, en comparant les fonctions semblables, c’est-à- 
dire, ussujéties à la meme équation aux dilfcrences partielles, 


yco 


8. fi — 




i étant plus grand que Tunilé, L’équation précédente peut ctre 
mise sous la forme 


^.o'- ‘.dr. 

4 ^ ^CITT^ 

l’intégrale étant prise depuis rn=o, jusqu’à r=«. Le rayoïi 
a.(i — u.y) de la surface du sphéroïde, deviendra ainsi , 

(i + ^. {ZW + a.ZW + a*.Z«+&c.} 1 

a.(i + ujy)—a.J ^ Wa) 

On peut mettre celte équation sous une forme finie , en consi- 
dérant que l’on a par le n”, précédent , 




rVv/A'®--a#r.J'4-r* 

en sorte que l’intégrale fdr* &c.} est facile à dé- 

terminer par les méthodes connue^i 
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• 2 , 5 * L’équation (1) du n®. 23 , a non-seulement l’avantage de 
faire connoître la ligure du sphéroïde , mais encore celui de don- 
ner par la différentiation , la loi de la pesanteur k sa surface j 
car il est visible que le second membre de cette équation étant 
l’intégrale de la somme de toutes les forces dont chaque jnolécule 
est animée, multipliées par les élémens de leurs directions res- 
pectives 3 on aura la partie de la résultante qui agit suivant lo 
rayon r, en différentiant cc second membre par rapport à r; ainsi 
en nommant/) la force dont une molécule de la surface est solli- 
citée ver - le centre de gravité du sphéroïde, on aura 

&c.}. 

Si l’on substitue dans cette équation , an lieu de — 

F 

leur à la surface, f + donnée par l’équation (12) du n®. 10, 

et au lieu de sa valeur donnée par Féqualion (1) du n®. 20; 
on aura 

P = j'7ra — &c.} 

— + &c.}; (5) 

dr 

r devan t être changé en a , après les différen lialions , dans I e second 
membre de cette équation, qui par le u®. précédent, peut tou- 
jours se réduire à une fonction finie. 

P ne représente pas exactement la pesanteur , mais seulement la 
partie de celte force, dirigée vers le centre de gravite du sphéroïde, 
en la supposant décomposée en deux , dont l’uiic soit perpendicu- 
laire au rayon r, et dont l’autre p soit dirigée suivant ce rayon. 
La première de ces deux forces est évidemment Irès-petile et de 
l’ordre a, • en la désignant donc par , la pesanteur sera égale 
à + quantité qui en négligeant les termes de l’ordre a®, 
se réduit è p. Nous pouvons ainsi, considérer /?, comme expri- 
mant la pesanteur à la surface du sphéroïde, en sorte que les 
équations (2) et ( 5 ) du n®. précédent et de celui-ci, déterminant 
et la figure des sphéroïdes homogènes en équilibre, et la loi de la 
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pesantéiir à leur surface ; elles renferment la théorie coin])lètc do 
l’équilibre de ces sphéroïdes, dans la supposition où ils diirèrcnt 
très-peu de la sphère. 

Si les corps etrangers S, S', &c., sont nuis, et qu’ainsi , le 
sphéroïde ne soit sollicité que par l’attraction de ses inolcculcs , 
et par la force centrifuge de son mouvement de rotation , ce qui est 
le cas de la terre et des planètes premières, à l’exception de Saturne, 
lorsque l’on n’a égard qu’à l’état permanent de leur ligure ; alors , 
en désignant par a? , le rapport de la force centrifuge à la pesan- 
teur à l’équateur , rapport qui est à très-peu près égal à ~ yhi 
densité du sphéroïde étant prise pour l’ unité ; on trouvera * 

le sphéroïde est donc alors un ellipsoïde de révolution , sur lequel 
les accroissemens de la pesanteur, et les diminutions des rayons, 
en allant de l’équateur aux pôles, sont à très-peu près propor- 
tionnels au quarré du sinus de la latitude, étant aux quantités 
près de l’ordre « , égal à ce sinus. 

a , par ce qui précède, est le rayon d’une sphère égale en solidité 
au sphéroïde j la pesanteur à la surface de celte sphère, seroit J 
ainsi, l’on aura le point de la surface du sphéroïde , où la pesan- 
teur est la même qu’à la surface de la sphère, en déterminant 
par l’équation 

o = y + ï* — V S 

ce qui donne 

26. L’analyse précédente nous a conduits à la figure d’une 
masse fluide homogène en équilibre , sans employer d’autres hy- 
pothèses que celle d’une ligure très-peu diflerente de la sphère : 
elle fait voir que la figure elliptique qui, par le Chapitre précé- 
dent , satisfait à cet équilibre , est la seule alors qui lui con- 
vienne. Mais comme la réduction du rayon du sphéroïde, dans une 
sérié de la forme > a. {1 q-ee &c.}, peut faire naître 

quelques 
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quelques difficultés ÿ nous allons démontrer directement et indé- 
pendamment de cette réduction , que la figure elliptique est la 
^eule figure d’équilibre d’une masse fluide homogène , douée d’un 
mouvement de rotation ; ce qui , en confirmant les résultats de 
l’analyse précédente , servira en même temps , à dissiper les doutes 
que l’on pourroit élever contre la généralité de cette analyse. 

Supposons d’abord que le sphéroïde soit de révolution , et que 
son rayon soit y y étant une fonction de , ou du cosi- 

nus de l’angle 6 que ce rayon forme avec l’axe de révolution. Si 
l’on nomme /, une droite quelconque menée de l’extrémité de ce 
rayon , dans l’intérieur du sphéroïde; p, le complément de l’angle 
que forme cette droite , avec le plan qui passe par le rayon 
a.Ci-^oiy) et par l’axe de révolution ; q , l’angle formé par la pro- 
jection de f sur ce plan , et par le rayon ; enfin , si l’on nomme 
la somme de toutes les molécules du sphéroïde , divisées par leurs 
distances à la molécule placée à l’extrémité du rayon + / 

chaque molécule étant égale k f*df,dp,dq,sin.p y on aura 

r-f-f‘>dp.dg,iiia.p, 

f' étant ce que devient / à la sortie du sphéroïde. Il faut main- 
tenant déterminer f' en fonction de p et de q. 

Pour cela , nous observerons que si l’on nomme 9', la valeur 
de 0 relative à ce point de sortie , et a^Ci + cty ') , le rayon cor- 
respondant du sphéroïde , ÿ étant une pareille fonction de cos. ô', 
ou de que y l’est de ( 4 . ; il est facile de voir que le cosinus 
de l’angle formé par les deux droites/' et a.('i est égal à 

sin.p.cos.T^ ; et qu’ainsi , dans le triangle formé par les trois 
droites /', a^Ci + oty) et a,(i + cty ) , on 

O* . ('i -f cty')* ==/'• — a af -(i + cty). sin.p ,cos.q + a*.C^+ 

Cette équation donne pour/"*, deux valeurs ; mais l’une d’elles étant 
de l’ordre elle est nulle, lorsque l’on néglige les quantités de 
cet ordre. L’autre devient , 

f'* = 4 O* . sin.*p. cos.* q.(i + 2 <ty ) + 4 «o*. (y'-^y) ; 
ce qui donne 

f^=z 2 a'.fdp.dq,ûa.p . {fi+2 fltj^J.sin.*p,cos.*5r-^fle,('y — y)}, 

MécAN. cÉii. Tome IL K 
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Il est visible que les intégrales doivent être prises depuis p = o , 
jusqu’à /> = 7r, et depuis jusqu’à q=j 7 rj on aura ainsi, 

/^== J -T a* — 5 A'7r,a*.y-^2eta*.f dp.dq.y.sin.p. 
y étant fonction de cos. ô', il faut déterminer ce cosinus, en fonction 
de P et de q ; on pourra dans cette détermination , négliger les 
quantités de l’ordre a , puisque y est déjà multiplié par a ; cela 
posé , on trouvera facilement , 

ûj.cos. ô' = (a — y‘',sin./7.cos.ç'^.cos.0+y’'.sin./).sin. çr.sin. 9 ; 
d’où l’on tire , en substituant pour f' sa valeur 2 a.sin.jo.cos.y , 

fx =/X,COS.^/) — 8in.“j0.CO3.f2g + ô^. 

On doit observer ici, relativement à l’intégrale fy'dp.dq^sin.p, 
prise par rapport à 5^ , depuis 25^ = — tt, jusqu’à 2q=‘r^ que le 
résultat seroit le meme, si l’on prenoit cette intégrale depuis 
2 = — â , jusqu’à 2q = 2'r — 9 , parce que les valeurs de /a', et 
par conséquent, celles dey* sont les mêmes depuis = — -r, 
jusqu’à 2^ = — 9 , que depuis 2^= tt, jusqu’à 2 5^=2 7 r— 9 ; en 
supposant donc 2^ + 9 = ^', ce qui donne 

(A, cos.^p — sin.‘/7. cos. q* ; 

on aura 

p^=^'7ra* — jci7r,aydroia*./y,dp,dq*»3in,p / 
les intégrales étant prises depuis j9=o, jusqu’à p = 7r, et depuis 
q' = o, jusqu’à çr' = 2 7r. 

Maintenant, si l’on désigne par a^.N , l’intégrale de toutes les* 
forces étrangères à l’attraction du sphéroïde , et multipliées par les 
élémens de leurs directions j on aura par le n®, 24, dans le cas de 
l’équilibre , 

constante — V a", N ^ 

et en substituant au lieu de /^sa valeur, on aura 

constante = j * ^ — a ,fy ,dp*dq . sin ,p — JV* ; 

équation qui n’est évidemment que l’équation de l’équilibre du 
n". 24, présentée sous une autre forme. Cette équation étant linéaire, 
il en résulte que si un notnbre quelconque i de rayons a. (*1 + «t yh 

&c. , y satisfont ; le rayon a. |i+?.fy4-v-h &cj| y 
satisfera pareillement. 
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Supposons que les forces étrangères se réduisent à la force cen- 
trifuge due au mouvement de rotation du sphéroïde, et nom^ 
4 nons celte force, à la distance 1 , de Taxe de rotation; nous 
aurons par le n°. 23 , N~{g .(\ — Téquation de l’équilibre 
sera par conséquent , 


const = y<fcT.>' — et»fy\dp,dq .srn.p — [g,( i — /x*^. 

En la différentiant trois fois de suite, relativement à et en ob- 
servant que = cos.*p, en vertu de l’équation 


^ conJ'p — sin.*7) . cos. q ; 

on aura 

° î " • (^) V • (ÿï) >• 

or on n. fdp . dq\ sin.js . cos.®/? ■= ^ — ,♦ on pourra donc mettre 
l’cquatiori précédente sous cette forme , 


o—fdp,d q\ûxi.p . cos, 




Cette équation doit avoir lieu, quel que soit /a; or il est clair que 
parmi toutes les valeurs comprises depuis fc = — 1, jusqu’à ^=1, 
il en existe une que nous désignerons par A, et qui est telle, 

qu’abstraction faite du signe , aucune des valeurs de (g) ne sur- 

passera pas celle qui est relative à Ay en désignant donc par LT, 
cette dernière valeur , on aura 


O —f dp .dq , sin.p . cos.® jp . | } H— | . 

La quantité évidemment du même signe que AT, 

et le facteur sin./?.cos.®/? est constamment positif dans toute l’étcn- 
due de l’intégrale ; les élémens de cette intégrale sont donc tous 
du même signe que H ; d’où il suit que l’intégrale entière ne peut 
être nulle , à moins que H ne le soit lui - même , ce qui exige que 


l’on ait généralement, 



d’où l’on tire en intégrant , 


lyTTi^ n y étant des constantes arbitraires, 


IC 1 
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Si l’on fixe l’origine des rayons, au milieu de l’axe de révolution , 
et que l’on prenne pour a , la moitié de cet axe , y sera nul , lors- 
que fA = I , et lorsque /w — — i , ce qui donne m~o, et n = — /,* 
la valeur de j devient ainsi , L( i — ; en la substituant dans 
l’équation de l’équilibre 

constante = y — fydp»dq\sm.p^^{g»(i — 
l5 .£Ç 

on trouvera lup^ecp étant le rapport de la force centri- 

fuge à la pesanteur à l’équateur, rapport qui est k très-peu près 
égal ^ ~ rayon du sphéroïde sera donc 

{ Bctip ^ . 1 

i-h— .fl— 

d’où il suit que ce sphéroïde est un ellipsoïde de révolution j ce qui 
est conforme à ce qui précède. 

Nous voilà ainsi parvenus à déterminer directement , et indé- 
pendamment des suites , la figure d’un sphéroïde homogène de 
révolution , qui tourne sur son axe , et à faire voir qu’elle ne peut 
être que celle d’un ellipsoïde qui se réduit à une sphère , lorsque 
= o j en sorte que la sphère est la seule figure de révolution qui 
satisfasse à l’équilibre d’une masse fluide homogène immobile. 

De-là , on peut généralement conclure , que si la masse fluide est 
sollicitée par des forces quelconques très petites j il n’y a qu’une 
seule figure possible d’équilibre , ou ce qui revient au meme, il n’y 
a qu’un seul rayon qui puisse satisfaire à l’équation 

de l’équilibre 

constante = ^ a-r — A*f /d p.dq\ sin.p — N ; 
fy étant une fonction de ô et de la longitude ^ , et y' étant ce que 
devient y , lorsque l’on y change 9 et <37 en 9' et Supposons , en 
effet , qu’il y ait deux rayons différens a. f Qia,(i-{-ciy^ap) 

qui satisfassent à celte équation j on aura 

const au le = | «fc ^ — « ,f(y ■\-v ).dp.dq\ sin.jt) — N. 

En retranchant l’équation précédente, de celle-ci, on aura 
constante = y ir*v^fv\dp*dq\ûw.p. 
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Celte équation est visiblement celle d’un spliéroïde liomogène en 
équilibre, dont le rayon est a,( îi’est sollicilc par 
aucune force étrangère à l’attraction de ses molécules. L’angle 'v 
disparoissant de lui-même dans celte équation ; le rayon a»(i+Au) 
y salisferoit encore, en y cliangcant 'o- successivement dans -ar + Ja- 
&c.; d’où il suit que si l’on nomme &c., ce que 

devient p , en vertu de ces changemens ; le rayon 

a. [l+eLp,d^^Ap^»d'^r’j^*i^a•d‘vr+ &c.}, 
ou a.( i + ct,f pdrt) satisfera «à l’équation précédente. Si l’on prend 
l’intégral cyi»i/zir, depuis '5r=o, jusqu’à le rayon a.(\\a,,fpd‘^ ) 
devient celui d’un spliéroïde de révolution , qui, par ce qui pré- 
cède, ne peut être qu’une sphère j voyons la condition qui en 
résulte pour p. 

Supposons que a soit la plus courte distance du centre de gra- 
vite du sphéroïde dont le rayon est lasurhicc, et 

fixons le pôle , ou l’origine de l’angle ô , à l’extrémité de a; p sera 
nul au pôle, et positif, par-tout ailleurs ; il en sera de même, 
de rintégraleyVû?ar. Maintenant, puisque le centre de gravite du 
sphéroïde dont le rayon est a. (l + hp) , est au centre de la splière 
dont le rayon est a; ce point sera pareillement le centre de gravité 
du sphéroïde dont le rayon est a,( i + *,fpd^)^ les différens rayons 
mènes de ce centre, à la surface de ce dernier sphéroïde, sont 
donc inégaux entre eux , si p n’est pas nul j il ne peut donc être 
une sphère que dans le cas de p::=zo ; ainsi , nous sommes assurés 
qu’un sphéroïde homogène sollicité par des forces quelconques 
très-petites , ne peut être en équilibre que d’une seule manière. 

2 J» Nous avons supposé que N est indépendant de la figure 
du sphéroïde j c’est ce qui a lieu à très - peu près , lorsque les 
forces étrangères à l’action des molécules iluides, sont dues à 
la force centrifuge de son mouvement de rotation, et à l’altrac- 
lion des corps extérieurs au sphéroïde. Mais si l’on conçoit au 
centre du spliéroïde , une force finie dépendante de la dis- 
tance; son action sur les molécules placées à la surface du fluide) 
dépendra de la nature de cette surface, et par conséquent , N dé- 
pendra àc y. Ce cas est celui d’une masse fluide homogène, qui 
recouvre une sphère d’une densité dilférente de celle du fluiilc; 
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car on peut considérer cette sphère , comme étant de meme den- 
sité que le fluide, et placer à son centre, une force réciproque 
au quarré des distances; de manière que si l’on nomme c, le rayon, 
de la sphère, et p sa densité, celle du fluide étant prise pour unité ; 

•( P 

cette force, à la distance r, sera égale à y-r. — - — . En la mul- 
tipliant par l’élément — t/r, de sa direction; l’intégrale du pro- 
duit, sera ~ quantité qu’il faut ajouter à a'iV; et 

comme «à la surface, on a r=a. il faudra dans l’équation 

de l’équilibre du n'’. précédent, ajouter à iV, 

Cette équation deviendra, 

const.^ — .!i + C|i— i\r. 


Si l’on désigne par une nouvelle expression du 

rayon du sphéroïde en équilibre ; on aura pour déterminer p , 
l’équatiou 

f cM 

const. = 3 TT. I i + fp — — 

équation qui est celle de l’équilibi’e du sphéroïde , en le supposant 
immobile , et en faisant abstraction de toute force extérieure. 

Si le sphéroïde est de révolution , p sera iiniquement , fonction 
de cos. S ou de jwy or on peut dans ce cas , le déterminer par l’ana- 
lyse du II®, précédent; car si l’on différentie cette équation, ï-f i 
fois de suite, relativement à f*, on aura 

mais on a 


/f/p . . sin . cos.*^‘*’\/> = 


4 ^ 


l’équation précédente peut donc être mise sous celte forme; 
On peut prendre i, tel qu’abstraction faite du signe, on ait 
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en supposant donc que i soit le plus petit nombre entier positif 
qui rende cette quantité plus grande que l’unité , on s’assurera, 
^ comme dans le n°. précédent, que cette équation ne peut être satis- 


faite , à moins que l’on ne suppose 




; ce qui donne 




En substituant dans l’équation précédente de l’équilibre , au lieu 
de P , cette valeur , et au lieu de p\ 

p! étant par le n^ précédent, égal à //.cos/p. — sin.’/).cûs. r/'; on 
trouvera d’abord 




ce qui suppose p égal ou moindre que l’unité; ainsi, toutes les 
fois que a, c et p ne seront pas tels que cette équation soit satis- 
liiite, i étant un nombre entier positif, le fluide ne pourra être 
en équilibre que d’une seule manière. On aura ensuite 


ui ^ O i 


en sorte que 


i; ^ 


&c. 



a.^ai — 1 ) 


■f 


2.4.('ai~i;.('a j — 3 /^ 


— &c. 




il y a donc généralement deux figures d’équilibre , puisque ap est 
susceptible de deux valeurs dont l’une est donnée par la suppo- 
sition de ot = o, et dont l’autre est donnée par la supposition de 
égal à la fonction précédente de i^c. 

Si le sphéroïde est sans mouvement de rotation, et n’est sollicité 
par aucune force étrangère à l’action de ses molécules; la pre- 
mière de ces deux figures est une sphère, et la seconde a pour 
méridien, une courbe de l’ordre L Ces deux courbes sc confondent 
dans le cas de 1 , parce que le rayon a. fi est celui d’une 
sphère dans laquelle l’origine des rayons est à la distance «t, de 
son centre; mais alors, il est aisé de voir que p== 1, c’est-à-dire 
que le sphéroïde est homogène, ce qui est conforme au résultat du 
n". précédent. 
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! 28 . Lorsque l’on a les figures de révolution , qui satisfont à 
l’équilibre ; il est facile d’en conclure celles qui ne sont pas de 
lévolulion, par la méthode suivante. Au lieu de fixer l’origine 
de l’angle S , à l’extrémité de l’axe de révolution ; supposons qu’ello 
soit à une distance > de celte extrémité , et nommons S ' la distance 
à cette meme extrémité, du point de la surface dont ô est la dis- 
tance à la nouvelle origine de l’angle 9. Nommons de plus 
l’cingle compris entre les deux arcs 9 et >' ; nous aurons 

cos.ô'= cos.^/.cos.ô-hsin.^.sin.Ô.cos ('•v — CJ • 
en désignant donc par r.("cos.9'^ la fonction 

cos.’ . 0'— - ■ f > cos.^* * + &c. : 

2 .( 21 +!) 

le rayon du sphéroïde immobile, en équilibre, que nous venons 
de voir être égal à a. (i -h«tr.fcos. Ô'^}, sera 

a + cia^T, {cos.^.cosJ + sin.^.sin.Ô.cos.f^— 

et quoiqu’il soit fonction de l’angle -ar , il appartient à un solide de 
révolution, dans lequel l’angle 9 n’est point à l’extrémité de l’axe 
de révolution. 

Puisque ce rayon satisfait à l’équation de l’équilibre, quels que 
soient a, ^ et 7 ; il y satisfera encore, en changeant ces quantités 
en a, C et >' / a'’, C" et y\ &c. j d’où il suit que cette équation 
étant linéaire , le rayon 

a+tta,T, (cos. > cos. ô-f sin. >.sin.9.cos. 

+ flt'a.r, (cos.j^'fCos, 9hsin.>''.sin.9,cos.C'ar— 

-h &c. 

y satisfera pareillement. Le sphéroïde auquel ce rayon appartient, 
n’est plus de révolution 5 il est formé d’une sphère du rayon < 2 , 
et d’un nombre quelconque de couches semblables à l’excès du 
sphéroïde de révolution, dont le rayon est u. +ase.r("/>i^, sur la 
sphère dont le rayon est a , ces couches étant posées arbitraire- 
ment les unes au-dessus des autres. 

Si l’on compare l’expression de r. ( cos. 9')^ à celle de du n®. 255 

on verra que ces deux fonctions sont semblables , et qu’elles ne 

diffèrent 
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cUfFèrent que par les quantités > et qui dans 7^^') sont p et4, 
et par un facteur indépendant de (i et de -a- ,• ou a doue 



n) 


/ dd.T .(cos. fl'j \ 

- \ ^ i+l)»T.( cos. S '7 


X— /X/4 


I] est facile d’en conclure , que si l’on représente par la 

fonction 


a.r. {cos. ^.cosJ+sin.^.sin. Lcos. fa — C)} 

+ (cos.j/'.cos.â+sin.y.sin. S.cos. ( a — C'j} 
+ &c. , 


sera une fonction rationnelle et entière de , v/ 1 — /x* . cos. a , 
\/ 1 — /tx^sin.-a, qui satisfera à l’équation aux différences partielles, 



en choisissant donc pour Y^^\ la fonction la plus générale de cette 
nature j la fonction a. f i + aTWj sera l’expression la plus générale 
du sphéroïde immobile, en équilibre. 

On peut parvenir au meme résultat, au moyen de l’exprcsHion 
de 7^ en séries , du n**. ii j car l’équation de l’équilibre étant par 
le n°. précédent, 

const. = a’ . V; 


si l’on suppose que toutes les forces étrangères à l’action récipro^ 
que des molécules fluides, se réduisent à une seule force attrac- 

tive égale à -'tt.- — — , placée au centre du sphéroïde j en mul- 
tipliant cette force, par l’élément — dfr, de sa direction, et en 
l’intégrant ensuite , on aura 




et comme à la surface , /•=a.fi + ety^, l’équation précédente de 
J’équ il ibr e deviendra 

const.=--7^4'ya'T.'-,('i — 


Mi^:can. CJiL. Tome II. 
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En substituant, dans celle équation, au lieu de sa valeur 
donnée par la formule ( 5 ) du n”. ii, dans laquelle on meltra 
pour r, sa valeur a. { i , et en substituant pour f, sa valeur 

()j\ aura 




+ j Tl' 




la constante a étant supposée telle que consl. = j T.a*. Cetlc équa- 
tion donne &c. ; à iiioins que le 

cüctlicicnt de rune de ces (pianlités, de par cxejiiple , ne soit 
nul , ce qui donne 


/olanl unnohibre cn’ier positif, et dans ce cas, toutes ces quan- 
tités sont nul les , excepté on aura donc alors y — ce qui 
est conforme à ce que nous venons de trouver. 

ün voit ainsi, que les résultats obtenus par la réduction de 
en séi'ie, ont toute la généralité possible, et qu’il n’est point k 
craindre que quelque figure d’équilibre échappe à l’analyse fon- 
dée sur cette réduction ; ce qui confirme ce que l’on a vu d priori y 
par l’analyse du if. u, dans lequel nous avons prouvé que la 
forme que nous avons donnée au rayon des spliéroïdcs, n’est point 
arbitraire, et découle de la nature même de leurs attractions. 


29. Reprenons maintenant , 1 équation (1) du n®. 20. Si l’on y 
.substitue pour F', sa valeur donnée par la formule (6) du n'’, i4 j 
on aura relativement aux différentes couches fluides , 


f ar 

a*.yw+-.r<')+-r-J''‘>+— .yw+&c. 

t ù b y a 

+ «r’. {ZW+2'‘'+r,Zm+r’.Z«)+ &c.}; 
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les différentielles et les intégrales étant relatives à la variable a : 
les deux premières intégrales du second membre de cette équa- 
tion, doivent être prises depuis 0 = 0, jusqu’à a~\, a étant 
la valeur de a, relative à la couche fluide de niveau, que l’on 
considère, et cette valeur à la surface, étant prise pour unité: 
les deux dernières intégrales doivent être prises depuis <2 —0, 
jusqu’à a=a: enfin, le rayon r doit être changé en o.fi-f 
après toutes les différentiations et les intégrations. Dans les ternies 
multipliés par a, il suffira de changer r en a; mais dans le tcrino 
4 

— .//>.C 3 ?.a’, il faudra substituer a.fi-fatjj, pour r; ce qui le 

change dans celui-ci, — et par conséquent , 

dans le suivant , 

{1— «.rw— 


Cela posé j si dans Véquation (1), on compare les fonctions sembla- 
bles , on aura d’abord 


= a C?. a* 4- 4 * «T./p . (f . f/. a* 


les deux premières intégrales du second membre de cette équation 
étant prises depuis a = a , jusqu’à « = i ; les trois autres intégrales 
de ce second membre devant être prises depuis a = o, jusqu’à 
o=:a. Cette équation ne déterminant ni a, ni mais don- 

nant seulement un rapport entre ces deux quantités ; on voit que 
la valeur de est arbitraire , et peut être déterminée à volonté. 
On aura ensuite , i étant égal ou plus grand que l’unitc , 


4'^.a.^ 

ai-j-i 

+ 


4t 




.ff> . d. (a^^K a\Z^^ s (2) 


la première intégrale étant prise depuis a =âf , jusqu’à <2 = 1, et 
les deux autres étant prises depuis a = o, jusqu’à a=a. Celte 

L 2 
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équation donnera la valeur de relative à chaque couche fluide, 
lorsque la loi des densités p sera connue. 

Pour réduire ces diirércntes intégrales , dans les mêmes limites; 
soit 


t\ rr 

a/'d-i 



21 + 1 


l inlégralc étant prise depuis a = o, jusqu’à a = i; sera une 
quaiilitc indépendante de a, et l’équation (2) deviendra 


0 = 


(-1 i+\).a‘. Y(‘\ff.d.a'+’ia’'*'.ff.d.(ç^ 
— 5.ff.d. . y (0; _ 3 a"+' . 2' ; 


toutes les infégralcs étant prises depuis a = o , jusqu’à a=a. 

On pourra faire dlsparoître les signes d’intégration , par des 
diirérentiations relatives à a j et l’on aura l’équation différentielle du 
second ordre , 


/ dd yco \ ^ + e.p.g» 

\ da^ / [ a* /p.d.a^ j* /p.d.a^ \ da )' 

L’intégrale de cette équation donnera la valeur de avec deux 
constantes arbitraires ; ces constantes sont des fonctions ration- 
nelles et entières de l’ordre i, de /t-t, V 1 — /*“.sin.'»-, etV^i — /^“.COS.'®-, 
telles qu’en les représentant par elles satisfont à l’équation 
aux différences partielles, 


oJx-l 


fdmTs^ 

K~dT)] 

U 

/ddt/cO\ 
dv- ) 

( dtA 





L’une de ces fonctions se déterminera au moyen de la fonction 
qui a disparu par les différentiations, et il est visible qu’elle sera 
un multiple de cotte fonction. Quant à l’autre fonction, si l’on 
suppose que le fluide recouvre un noyau solide , elle se détermi- 
nera au moyen de l’équation à la surface du noyau , en observant 
que la valeur de relative à la couche fluide contiguë à celte 
surface , est la même que celle de celle surface. Ainsi la figure 
du sphéroïde dépend et de la hgure du noyau intérieur , et des 
forces qui sollicitent le fluide. 
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3 o* si le sphéroïde est entièrement fluide , rien ne déter- 
minant alors, une des constantes arbitraires ; il semble qu’il doit 
ly avoir une infinité de figures d’équilibre. Examinons particulière- 
ment ce cas d’autant plus intéressant, qu’il paroît avoir eu lieu 
primitivement, pour les corps célestes. 

Nous observerons d’abord que les couches du sphéroïde doivent 
diminuer de densité , en allant du centre à la surface ; car il est clair 
que si une couche plus dense étoit placée au-dessus d’une couche 
moins dense, ses molécules pénétreroient dans celle-ci, de meme 
qu’un corps pesant s’enfonce dans un fluide de moindre densité j le 
sphéroïde ne seroit donc point en équilibre. Mais quelle que soit sa 
densité au centre , elle ne peut être que finie j en réduisant donc 
l’expression de p , dans une suite ascendante par rapport aux puis- 
sances de a, cette suite sera de la forme C — y» a " — &c. , y et n 
étant positifs 3 on aura ainsi , 

^L. ü2.:?L4. ‘ 

fp.da^ + ' 

et l’équation différentielle en deviendra 


/df/yC'A f - \ 6ny.a'‘ 

6 




“ — &C 




ny.a'‘ 




Pour intégrer cette équation , supposons que soit développé 
dans une suite ascendante par rapport aux puissances de a, de celte 
forme , 

l’équation différentielle précédente donnera 


(s + i^-'5),(s-i-^2) . Î/Wq- ('s'-f i-f 3 ) . C s' -1 + 2 )a'' “ . &c. 

= y^r-- + + (e) 

(n-j-oy.b 


En comparant les puissances semblables de a; ou a d’abord 
{s-^i \-oJ,Cs — i-h2j=o; ce qui donne s = i — 2 , et 5 = — i — 5. 
A chacune de ces valeurs de s , répond une série particulière 
qui étant multipliée par une arbilraire, sera une intégrale de 
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l’cquation différentielle en ; la somme de ces deux inté- 
grales, en sera Tinlégrale complète. Dans le cas présent, la 
suite , qui répond k s =z — i — 5 , doit être rejetée j car il en résul-: 
teroit pour a Y^‘\ une valeur infinie , lorsque a seroit infiniment 
petit , ce qui rendroit infinis , les rayons des couches infiniment 
voisines du centre. Ainsi , des deux intégrales particulières de l’ex- 
pression de celle qui répond à 3 = i — a, doit seule être ad- 
mise. Cette expression ne renferme plus alors , qu’une arbitraire 
qui sera déterminée par la fonction 

étant nul par le n'^. 25 , est pareillement nul, en sorte 
que le centre de gravité de chaque couche , est au centre de gravité 
du sphéroïde entier. En effet, l’équation différentielle en du 
n'*. précédent, donne 


/ddY(.0\ 

1=1 

/a 6 0 fl \ 

\ y(»V s ■!»•«* j 

/rfrco\ 

V J 

\a^ fp.d.ay 

yf.d.a»-' 

l da ) 


On satisfait à cette équation, en faisant = , !/<') étant 

a 

indépendant de a. Cette valeur de Y^''^ est celle qui répond à l’équa- 
tion s = i — j; elle est, par conséquent, la seule que l’on doive 
admettre. En la substituant dans l’équation (2) du n®. précédent, 
et en y supposant — la fonction disparoît, et par con- 
séquent, reste arbitraire ; mais la condition que l’origine du rayon r, 
est au centre de gravité du sphéroïde terrestre , la rend nulle; car 
on verra dans le n*’, suivant, qu’alors est nul à la surface de 
tout sphéroïde recouvert d’une couche de fluide en équilibre; on 
aura donc dans le cas présent, ainsi 7 ^'^ est nul relati- 

vement à toutes les couches fluides qui forment le sphéroïde. 
Considérons maintenant l’équation générale , 

+ &c. 

s étant, comme on vient de le voir, égal à i — a , 3 est nul ou 
positif, lorsque i est égal ou plus grand que 2; de plus, les fonc- 
tions U' % &c., sont données en DW, par l’équation (5) do 

ce n®. ; en sorte que l’on a 

h étant une fonction de a , et en étant indépendant. Si l’on 
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substitue cette valeur de dans réqualion dilTérentielle eu I" 
on aura 


ddh ( 


4-i> 


'l h 

Jp.d.à' j 


6 . P . a* d h 
fp.d.a^ du 


e.p.a^ 


Le produit J est plus grand que ~ , lorsque i est égal 

ou plus grand que car la fraction est moindre que 

Tu n ité ; en effet , son dénominateur /'p»d. est égal à p . , dp , 

et la quantité — fd^^dp est positive , puisque p diminue du centre 
à la surface. 

dh 

Il suit de-là que h et — sont constamment positifs, du centre 


à la surface. Pour le faire voir , supposons que ces deux quantités 
soient positives, en partant du centre; dh doit alors devenir 
négatif avant h , et il est clair qu’il doit pour cela , passer pjir zéro ; 
mais dès rinstant où il est nul, ddh devient positif, en vertu de 
l’équation précédente , et par conséquent dh commence a croître ; 
il ne peut donc jamais devenir négatif; d’où il suit que h et dh 
conservent constam?nent le meme signe , du centre à la surface. 
Maintenant , ces deux quantités sont positives en parlant du 
centre; car on a, en vertu de l’équation (c), s — 2=^s + n — a, 
ce qui donne s'—i + n — a; on a ensuite , 




d’où l’on tire 


on aura donc 


3^.(2 i-f/î-f 1 j.i» 


6 fi il 'y fl*”^**””* 


dh 

da 


(n + '6).(iii +n 


y, f et 71 étant positifs , on voit qu’au centre , h el d h sont positifs , 
lorsque i est égal ou plus grand que 2 ; ils sont donc conslani- 
ment positifs , du centre à la surface. 
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Relativemeiii à la Terre, à la Lune , à Jupiter, &c. , est 
nul ou insensible , lorsque i est égal ou plus grand que 3 ; l’équa^ 
lion (a) du u“. précédent , devient alors, 

0 = 1 — (ii-h J )J.h.ff.d.a^ + 5./f •Æfa'+’./O | 

la première intégrale étant prise depuis a = o, jusqu’à a = i , et 
les deux autres étant prises depuis a — o , jusqu’à a — a. A la sur- 
face où a=i , cettf3 équation devient 

O — { — ('aZ-h ij. A.y'p.c?.a*-H3./p.c?. ,h)') . 

équation que l’on peut mettre sous cette forme , 

est négatif, du centre à la surface, et h croît dans le mémo 
intervalle ; la fonction (^i-¥\),h,fd ,df — ’5.f cù^'^h.d^ est dono 
négative dans le même intervalle; ainsi dans l’équation précé- 
dente , le coefficient de est négatif, et ne peut être nul à la surface ; 

doit donc être nul, ce qui donne T^b = o; l’expression du 
rayon du sphéroïde se réduit ainsi à, a-¥tta* {X c’est- 
à-dire que la surface de chaque couche de niveau du sphéroïde est 
elliptique, et par conséquent, sa surface extérieure est elliptique. 

^^“^,par rapport à la Terre, est, parlent 23,égalà — 
l’équation ( 2 ) du n”. précédent donne ainsi ; 
o = ( ,f 3 .dh- ^Tra* . h ,fi.d.cd + ^>d( à h) } . (7^0 — — j J. 


A la surface , la première intégrale f^,dh Qsi nulle; on aura donc 
à cette surface où a = 1 , 






.Ji>.d.(a^ h/ 


Soit <t ? , le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à l’équa- 
teur ; re:3^pression de la pesanteur étant aux quantités près de 
l’ordre a, égale à jt./ p,d,ds on aura g=y partant 


£/(») 




2 A- 1 . 


IP-d(a ^h)^ 

/f .«“da 


En 
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en comprenant donc dans la constante arbitraire a, (^uc nous avons 
prise pour l’unité , la fonction 

ithp 




5 A— K 


rp.d(a^h) 


J p.a’^da 

le rayon du sphéroïde terrestre à la surface , sera 


1 + 


a. /p,d(a^hy 

^ . '5./p.a»£/a 


Ce rayon est celui d’un ellipsoïde de révolution , dont le demi- 
petit axe est l’unité , et dont le demi- grand axe est 

ah. (If 

h.jp.a*da 

La figure de la terre supposée fiuide , ne peut donc être que celle 
d’un ellipsoïde de révolution , dont toutes les couches de lucme 
densité , sont elliptiques et de révolution , et dans lequel les ellip- 
ticités croissent, et les densités diminuent du centre à la surface. 
Le rapport des ellipticités aux densités , est donné par l’équation 
différentielle du second ordre , 


ddh 6h / pa^ \ ap.a* dh 

da^'^a^X 3./p.a*da/ Jp.a^dada 
Cette équation n’est intégrable par les méthodes connues, que dans 
quelques suppositions particulières sur les densités p ; mais si la 
loi des ellipticités étoit donnée, on auroit facilement celle des 
densités correspondantes. On a vu que l’expression de h donnée 
par l’intégrale de cette équation, ne renferme dans la question 
présente , qu’une arbitraire qui disparoît de la valeur précédente 
du rayon du sphéroïde ; il n’y a donc qu’une seule figure d’équi- 
libre très -peu différente de la sphère, qui soit possible, et il est 
facile de s’assurer que les limites de l’applatissement de celte figure 

e4(p 5 

sont ’ dont la première répond au cas où toute la masse 

du sphéroïde seroit réunie au centre , et dont la seconde répond au 
cas où celle niasse seroil homogène. 

Les dircclions de la pesanteur, depuis un point quelconque de la 
surface , jusqu’au centre , ne forment point une ligne droite , mais 
Mkgan. cjiii. Tome IL M 
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une courbe dont les élémens sont perpendiculaires aux couches de 
niveau qu’elle traverse : cette courbe est la trajectoire à angles 
droits, de toutes les ellipses qui parleur révolution , forment cc^ 
couches. Pour déterminer sa nature , prenons pour axe , le rayon 
mené du centre au point de la surface, Ô étant l’angle que ce rayon 
forme avec l’axe de révolution. On vient de voir que l’expres- 
sion générale du rayon d’une couche quelconque du sphéroïde, 
est a-\'(i.k,ah *(\ — , k étant indépendant de a : de-là il est 
facile de conclure , que si l’on nomme « y, l’ordonnée abaissée d’un 
point quelconque de la courbe sur son axe , on aura 

«y = et a sin. a ô. 

c étant la valeur entière de l’intégrale prise depuis le centre 

jusqu’à la surface. 

3 1 • Considérons présentement le cas général dans lequel le 
sphéroïde toujours fluide à sa surface , peut renfermer un noyau 
solide d’une figure quelconque peu différente de la sphère. Le 
rayon mené du centre de gravité du sphéroïde à sa surface, et la loi 
de la pesanteur à cette surface , ont quelques propriétés générales , 
qu’il est d’autant plus essentiel de considérer, que ces propriétés 
sont indépendantes de toute hypothèse. 

La première de ces propriétés est que dans l’état d’équilibre , la 
partie fluide du sphéroïde doit toujours se disposer de manière 
que la fonction disparoisse de l’expression du rayon mené 
du centre de gravité du sphéroïde entier , à sa surface j en sorte 
que le centre de gravité de cette surface , coïncide avec celui du 
sphéroïde. 

Pour le faire voir , nous observerons que R étant supposé repré- 
senter le rayon mené du centre de gravité du sphéroïde, à l’une 
quelconque de ses molécules 5 l’expression de cette molécule sera 
et l’on aura par le n®. 12, en vertu des proprié- 
tés du centre de gravité , 

O ~ f ^,R^ ,dR*dyt.,d'ts, y 1 — /a^.sin.'ïr ; 

O =^f{>,R\dR,d(**d'v* yx — y*coa. ; 
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Concevons l’intégrale prise relativement à R, depuis 

l’origine de i2, jusqu’à la surface du spliéroïde , et ensuite deve- 
d’oppée dans une série de la forme 

iV'(‘>+ V (‘) 4 - + &c. ; 

étant , quel que soit i, assujéti à l’équation aux différences 
partielles , 


(i=>) 

(- — g - - ' 

on aura par le n“. 12, lorsque i est difierent de l’unité , 

o=J'N^''K(j-df^.d'v ,* V^i--*^\sin. ; 

O — J'N^^Kd(^,d'!r, V 1 — fc^.cos.-w. 

Les trois équations précédentes données par la nature du centre de 
gravité, deviendront 


o^fN^'KfA,did.,d'9 ; 0 =: fN^'Kdf^,d'if,{^ i — /^^.sin. 

O 1/ 1 — i/>\ cos. 'sr. 

est de la forme H1J.+II', t/i— ^•.sin.'sr-f- JJ'', l/T^^.cos.'jr,* 
en substituant cette valeur , dans ces trois équations , on aura 
H=:o H' = o ; H"=^o; 

partant = 0 j c’est la condition nécessaire pour que l’origine 
de R soit au centre de gravité du spliéroïde. 

Voyons maintenant, ce que devient relativement aux 
sphéroïdes peu différens de la sphère , et recouverts d’un iluide 
en équilibre. On a dans ce cas, R = , et l’intégrale 

devient 7/p.d. la différentielle et l’in- 

tégrale étant relatives à la variable a, dont p est fonction. En 
substituant pour y, sa valeur &c. , on aura 

L’équation (2) du n®. 29, donne à la surface où a=i , et en obser- 
vant que est nul, 

fp.d.(a^.Y^V = r^^'^-fp-d.a\ 

la valeur de dans le second membre de cette équation , étant 

Ma 
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relative à la surface; ainsi étant nul, lorsque l’origine de K 
est au centre de gravité du sphéroïde, on a pareillement = 
3*2. L’état permanent de l’équilibre des corps célestes, nouâ 
fait connoître encore quelques propriétés de leurs rayons. Si les 
planètes ne tournoient pas exactement, ou du moins, à très-peu 
près , autour d’un de leurs trois axes principaux de rotation , il en 
résulleroit dans la position de leurs axes de rotation , des cliange- 
mens qui seroient sensibles , sur-tout pour la terre ; et comme les 
observations les plus précises n’en font appcrcevoir aucun , nous 
devons eh conclure que depuis long- temps , toutes les parties des 
corps célestes, et principalement les parties fluides de leurs sur- 
faces , se sont disposées de manière à rendre stables, leur état d’équi- 
libre, et par conséquent, leurs axes de rotation. Il est en effet, très- 
naturel de penser qu’apres un grand nombre d’oscillations, elles 
ont dû SC fixer à cet état , en vertu des résistances qu’elles éprou- 
vent. Voyons maintenant, les conditions qui en résultent dans 
l’expression des rayons des corps célestes. 

Si l’on nomme -s, les coordonnées rectangles d’une molé- 
cule dM dii sphéroïde, rapportées aux trois axes principaux, 
l’axe des x étant l’axe de rotation du sphéroïde ; on aura par les 
propriétés de ces axes , démontrées dans le premier Livre, 

; o^fxz*d31 ; o=:fyz*dM; 
les intégrales devant s’étendre à la masse entière du sphéroïde. 
B. étant le rayon mené de l’origine des coordonnées , à la molé- 
cule dM ; ô étant l’angle formé par R et par l’axe de rotation ; 
et 'Br étant l’angle que le plan formé par cet axe et par R , fliit avec 
le plan formé par cet axe et par celui des deux axes principaux , 
qui est l’axe des y; on aura 

x=Ri^ y y = R.Vi — /a“.cos.' 0 ‘ ; z — R,V\ — /^‘.sin.'îy,* 
dM = f>,R’^,dR,di^,d'r^, 

Les trois équations données par la nature des axes principaux do 
rotation, deviendront ainsi, 

O := f f>,R^ ,dR,dy',d‘^»f/., i — ju^cos.*» ^ 

O =ff>.RKdR,d(Ji.,d'Br,fjL, V 1 — 

O =ff>*R'^,dR,di^,d'v,(i^{jL’')»sm, a 'rr. 
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Concevons l’intégrale , prise par rapport à iî, depuis 
7 ? = O , jusqu’cà la valeur de 7 Î à la surface du sphéroïde , et dé ve- 
«îoppée dans une suite de la forme £A')4- + 27 ^^)+ &c.; 

étant quel que soit i, assujéti à Téquation aux différences 
partielles , 




/Jt/CON 

{-jr) 

li 

î 1 

^ -L 

fddm'>\ 
\d^ ) 

c d/4 : 

1 1--/A/4 




On aura par le théorème du n®. 12, lorsque i est différent de 2 , et 
eu observant que les fonctions, /tx. V 1 — . cos.'ït, /u. v/ 1 — /x* . sin. -y, 
et (^i^/A*^.sin. 2 ' 23 -, sont comprises dans la forme 


— iu’^.cos. -O- ; 
O = fU^^Kdy-,d'rr»(Â, [/ 1 — /x*. sill. 'O- * 

O , di^‘ d^, ( 1 — II *) . sin. 2 'sr. 


Les trois équations relatives à la nature des axes de rotation, 
deviendront ainsi , 

0 —/V^*\dli*d'V,fi^ s/ 1— //*,COS.'a^ ,• 

O = fÜ^^Kdfitd'nr»^, \/ 1 — fx^.siii.'^ ; 

O =/U^*Kd[i*d‘v,( 1 — ii*),s[n. 2'®-. 


Ces équations ne dépendent donc que dclavaleurde £A“^:cétte valeur 
est de la forme .fi,V 1 — fA*.sin.'^ 4 -iï".?*.V/ 1 — ii*,cos.'f 

— ^t'^.sin. 2'w-|-Ær"''.('i — . cos. 2 ; en la substituant 
dans les trois équations précédentes , on aura 

ir'=0 5 H"^o, ^r''=o. 

C’est à ces trois conditions que sc réduisent les conditions néces- 
saires pour que les trois axes des Xy des et des Zy soient de véri- 
tables axes de rotation , et alors sera de la forme 

H, ( (i * — . ( 1 — cos. 2 
Lorsque le sphéroïde est un solide peu different de la sphère , 
recouvert d’un iluide en équilibre^ on a et par 

conséquent , 

f^.RKdIL=^\.ff.d.{d\(i^bu:y)]. 
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Si l’on substitue pour_y, sa valeur on aura 

L’équation ( 2 ) du n”. 2 g , donne à la surface du sphéroïde , 

('o*. rw; w./p.rf.a=_^co^. 

5 

et dans le second membre de cette équation, étant relatifs 
à la surface; on a donc 

r^‘\/p . cf. a* — ^ — . 

* ^ 4“^ 

La valeur de est de la forme 

— -.("ibt* — ^ 1 — /t4*.sin.'W + ^'^^A. V 1 — pt*.COS.'3r 

4- 1 — .fl — j . cos. a -JT ; 

et celle de est de la forme 

— V 1 — /w*.sin.'ar + A".^^. V l— ^^•.COS.'a' 

+ h'", (y — . sin. a -ar-t- A''' . f i — . cos. a -ir. 

En substituant dans Téquation précédente , ces valeurs , et 
,(i — fi*j.cos.a'5r, au lieu de on aura 

ë . ^ , fl" zzz ^ 

4'T./p.a*da * 4'7r.fp,a’^da ^ 

Telles sont les conditions qui résultent de la supposition que le 
sphéroïde tourne autour d’un de ses axes principaux de rotation. 
Cette supposition détermine les constantes /?/, h'\ h"\ au moyen 
des valeurs de g, g\ g"; mais elle laisse indéterminées les quan 
lités h et A"'' , ainsi que les fonctions &c. 

Si les forces étrangères à l’attraction des molécules du sphéroïde, 
se réduisent à la force centrifuge due à son mouvement de rota- 
tion; on aura g=o, g"—o, g" = o; partant A' = o, h" = o, 
h'” = O , et l’expression de Et“) géra de la forme 

— A. fpi*— + A"*' . f 1 — . cos a-s-. 

53. Considérons l’expression de la pesanteur , à la surface du 
sphéroïde. Nommons p cette force; il est aisé de voir , par le n°. a5, 
que l’on aura sa valeur, en dilférenliant le second membre de 
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l’équalion (1) du n°. 29 , par rapport à r, et en divisant sa diffé- 
reir^ielle , par — dr^ ce qui donne à la surface , 

1 

ces intégrales étant prises depuis a =0, jusqu’à a=i. Le rayon r 
à la surface , est égal à 1 + , ou égal à 

i-i-a. {rH+r(‘)+rw+&c.} ; 

on aura ainsi , 

p=.i^.ff.d. a»— r'“)+ rt'>+ r(‘) + &c. } ./f . d. 

+ 4 *«-./p.rf. jaM'W +^. + &c.| 

— «.{a.ZW+- 2 . 2 W+ 3 , 2 (’)+ 4 . 7 (')+&c.}. 

On peut faire disparoître les intégrales de cette expression, au 
moyen de l’équation (2) du 11®. 29, qui devient à la surface, 

. d. ('a‘+’ . r « ; = f ». r''» ./f . d. 

en supposant donc , 

on aura 

= P + ^ P . { + 2 . + 5 . r ^ « + r / — i ; . + & c. } 

— + f24>i>^t04.&c.}. 

C’est par l’observation des longueurs du pendule à secondes , que 
l’on a reconnu la variation de la pesanteur à la surface de la terre. 
On a vu dans le premier Livre , que ces longueurs sont propor- 
tionnelles à la pesanteur 5 soient donc / et Z», les longueurs du 
pendule , correspondantes aux pesanteurs et P; l’équation pré- 
cédente donnera 

/=z+ctL-{r^»)+ 2 .rt')+ 3 .T(^) 

+ ('ai-n;.Z«}. 


P +Ç/f.rf. { a’.rw r 



96 MÉCANIQUE CELESTE, 

Relativement à la terre, se réduit parlen”. a3, à - ^ \) > 


OU , ce qui revient au même , à — — y , ap étant le rapa 
port de la force centrifuge à la pesanteur à Téquateur j de plus , 
&c, , sont nuis ; on a donc 

Le rayon osculateur du méridien d’un sphéroïde qui a pour rayon 
l+etj', est 



en désignant donc par c, la grandeur du degré d’un cercle dont 
le rayon est ce que nous avons pris pour l’unité } l’expression du 
degré du méridien du sphéroïde , sera 



y est égal à &c. ; on peut faire disparoître 

en le comprenant dans la constante arbitraire que nous avons prise 
pour l’unité ; et en fixant l’origine du rayon, au centre de 

gravité du sphéroïde entier. Ce rayon devient ainsi , 

X + « • { + &c. } , 


Si Von observe ensuite que 



éfA 






/ ddl^\ 
V~T~ / 

i— 


; 


l’expression du degré du méridien deviendra , 

c — a c . { 5 . r + 1 1 . y^^'^ + f 1 ; • y^^^ + &c. } 


4-ctc/a 


K éWycox /ddY^^^\ « 1 


l— /x/x 


Si 
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Si l’on compare ces expressions du rayon terrestre , de la longueur 
du pendule , et de la grandeur du degré du méridien; on voit que 
le terme de l’expression du rayon , est multiplié par i — i , 
dans l’expression de la longueur du pendule, et par + i — i,dans 
celle du degré; d’où il suit que pour peu que i — i soit considé- 
rable , ce terme sera plus sensible dans les observations de la lon- 
gueur du pendule , que dans celle de la parallaxe horizontale de la 
lune , qui est proportionnelle au rayon terrestre ; il sera plus sen- 
sible encore dans les mesures des degrés, que dans les longueur» 
du pendule. La raison en est, que les termes do l’expression du 
rayon terrestre subissent deux différentiations dans l’expression 
du degré du méridien; et chaque différentiation multiplie ces 
termes par l’exposant correspondant de /u, et les rend ainsi plus 
considérables. Dans l’expression de la variation de deux degrés 
consécutifs du méridien , les termes du rayon terrestre subisssent 
trois différentiations consécutives ; ceux qui écartent la figure de la 
terre, de celle d’un ellipsoïde, peuvent devenir par -là, tres- 
sensiblcs , et l’ellipticité conclue de cette variation , peut être fort 
différente de celle que donnent les longueurs observées du pendule. 
Ces trois expressions ont l’avantage d’être indépendantes de la 
constitution intérieure de la terre , c’est-à-dire , de la figure et de 
la densité de ses couches ; en sorte que si l’on parvient à déter- 
miner les fonctions &:c. , par les mesures des degrés 

des méridiens et des parallaxes; on aura sur le champ, la lon- 
gueur du pendule ; on pourra donc ainsi vérifier si la loi de la 
pesanteur universelle s’accorde avec la figure de la terre , et avec 
les variations observées, de la pesanteur à sa surface. Ces rela- 
tions remarquables entre les expressions des degrés du méridien 
et des longueurs du pendule , peuvent servir encore à vérifier les 
hypothèses propres à représentet les mesures des degrés des mérir- 
dieiis : c’est ce qui va devenir sensible par l’application que nous 
allons en faire à l’hypothèse proposée par Bouguer, pour repré- 
senter les degrés mesurés au nord , en France et à l’équateur. 

Supposons que l’expression du rayon terrestre soit 
+ et que l’on ait, 

MiîCiVN. CÉL, Tome II, N 
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il est aisé de voir que ces fonctions de /w satisfont aux équations 
à différences partielles auxquelles et Y^^^ doivent satisfaire. 
La variation des degrés du méridien sera, par ce qui précède, 

etc. — — .JB} ./M“ + l5aC. 

Bouguer suppose cette variation proportionnelle à la quatrième 
puissance du sinus de la latitude, ou ce qui revient à-peu-près 
au meme, à/t^^y en faisant donc disparoître de la fonction précé- 
dente, le terme multiplié j)ar /**, on aura 

ainsi dans ce cas , le rayon mené du centre de gravité de la terre à 
sa surface , sera, en prenant pour unité , celui de l’équateur, 

1 — 

L’expression de la longueur l du pendule , deviendra , en dési- 
gnant par L, sa valeur à l’équateur, 

Enfin, l’expression du degré du méridien, sera, en nommant c 
sa grandeur à l’équateur , 

Nous observerons ici que , conformément à ce que nous venons 
de dire, le terme multiplié par est trois fois plus sensible dans 
l’expression de la longueur du pendule , que dans celle du rayon 
terrestre , et cinq fois plus sensible dans l’expression de la gran- 
deur du degré, que dans celle delà longueur dupendulej enfin sur 
le parallèle moyen, il seroit quatre fois plus sensible dans l’expres- 
sion de la variation des degrés consécutifs , que dans celle du degré 
même. Suivant Bouguer , la différence des degrés du pôle et de 
l’équateur, divisée par le degré de l’équateur, est ylyfy; c’est le 
rapport qu’exigent dans son hypothèse, les mesures des degrés de 
Pello , de Paris , et de l’équateur. Ce rapport est égal à i on 

a donc 


= 0,0054717. 
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Éri prenant pour unité , la longueur du pendule à l’équateur ; la 
variation de cette longueur dans un lieu quelconque, sera 


0,0064717 




On a par le n®. 19, tt(p=o,oo 545 ii 5 ; ce qui donne ^ et? =0,00862 78, 
et la formule précédente devient 


o,oo 6 o 529 ./tA* — 0, 0053796./!/'^, 

A Pcllo où /^=: sin. 74*22', cette formule donne 0,0027016, pour 
la variation de la longueur du pendule. Suivant les observations, 
cette variation est o,oo44625 , et par conséquent , beaucoup plus 
grande; ainsi l’hypothèse de Bougucr ne pouvant pas se concilier 
avec les observations de la longueur du pendule, elle n’est pas 
admissible. 

34 * Appliquons les résultats généraux que nous venons de 
trouver , au cas où le sphéroïde n’est point sollicité par des attrac- 
tions étrangères, et où il est formé de couches elliptiques ayant 
leur centre, au centre de gravité du sphéroïde. On a vu que ce cas 
est celui de la terre supposée originairement Jluide : il est encore 
celui de la terre, dans l’hypothèse où les figures de ses couches 
seroient semblables. En effet, l’équation (2) du n®. 29, devient à la 
surface où a = 1 , 

O = rw .//> .a'.da .fp.d. . r<‘)) — — . 

Lçs couches étant supposées semblables, la valeur de est pour 
chacune d’elles, la même qu’à la surface ; elle est par conséquent, 
indépendante de a, et l’on a 


Lorsque i est égal ou plus grand que 3 , est nul relativement à 
la terre ; d’ailleurs , le facteur 1 — toujours positif; 

donc alors est nul. est encore nul, par le n®. 3i , lorsque 
l’on fixe l’origine des rayons au centre de gravité du sphéroïde ; 

N 2 
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enfin, on a par le n°. 33 , égal à — — ^)Jvv.ff.a'da; 

on a donc 

rw=— ^ 

J P .à^da.( 1 — 


ain»i la terre est alors un ellipsoïde de révolution. Considérons 
donc géneralejnent le cas où la figure de la terre est elliptique 
et de révolution. 

On a dans ce cas , en fixant Forigine des rayons terrestres , an 
centre de gravité de la terre , 


= o ; r(^)=o; &c. 

h étant une fonction de a ; on a de plus , 

= o 5 = o ; Z^ 0 =:o 5 &c. 


réquation (2) du n®. 2g donnera donc à la surface , 

0 = 6,ff>.d(a^h)^S,((p — (1) 

Cette équation renferme la loi qui doit exister pour l’équilibre , 
entre les densités des couches du sphéroïde, et leurs cllipticitésj 
car le rayon d’une couche étant a, + si 

l’on suppose, comme cela est permis, — jA, ce rayon de- 
vient a. (1 — et alors est l’ellipticité de la couche. 

A la surface du sphéroïde, le rayon est 1 — d’où l’on voit 
que les diminutions des rayons, en allant de l’équateur aux pôles, 
sont proportionnels à et par conséquent, au quarré du sinus 
de la latitude. 

L’accroissement des degrés du méridien, de l’équateur aux pôles, 
est par le n®. précédent , égal à c étant le degré de 

l’équateur; il est donc encore proportionnel au quarré du sinus de 
la latitude. 

L’équation (1) nous montre que les densités étant supposées 
diminuer du centre à la surface , l’ellipticité du sphéroïde est 
moindre que dans le cas de l’homogénéité , à moins que les ellipti* 
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cités n’aillent en augmentant de la surface au centre , dans un plus 
grand rapport que la raison inverse du qiiarré des cUstances à ce 

centre. En effet, si l’on suppose /î = ~ , on aura 

f^»d(a^h) —f^,d(a^u)~ u,fŸ,d*a^‘\‘f(du,fa^d^). 

Si les cllipticités croissent dans un moindre rapport que u aug- 
mente du centre à la surface, et par conséquent, du est positif; 
d’ailleurs, df est négatif , par la supposition que les densités dimi- 
nuent du centre à la surface; ainsi f(du.fa‘df) est une quan- 
tité négative , et en faisant à la surface , 


/f . d (a’h) — (h —f) .ff.d, a’ ; 
f sera une quantité iiositive. Cela posé, l’équation (i) donnera 
A- ^ , 

«A sera donc moindre que , et par conséquent , il sera plus 

petit que dans le cas de riiomogcnéité où df étant nul , f est égal à 
zéro. 


11 suit de-là , que dans les liypothcses les plus vraisemblables , 

l’applatissement du spliéroidc est moindre que ; car il est 

4 


naturel de penser que les couches du sphéroïde sont plus denses 
en approchant du centre, et que les ellipticités augmentent de la 


surface au centre , dans un moindre rapport que —, ce rapport 

donnant un rayon infini, aux couches infiniment voisines du 
centre, ce qui est absurde. Ces suppositions sont d’autant plus 
vraisemblables, qu’elles deviennent nécessaires , dans le cas où le 
sphéroïde a été originairement fluide : alors , les couches les plus 
denses sont, comme on l’a vu, les plus voisines du centre , et les 
ellipticités , loin d’augmenter en allant de la surface au centre , 
vont, au contraire, en diminuant. 

Si Ton suppose que le sphéroïde soit un ellipsoïde de révolution, 
recouvert d’une masse fluide homogène d’une profondeur quel- 
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conque ; en nommant a', le demi-petit axe de l’ellipsoïde solide, et 
tf h' son ellipticité ; on aura à la surface du fluide , 
fp»d(a^h) — h — a^»h'+ff,d*(a^h) ; 
l’intégrale du second membre de cette équation , étant prise rela- 
tivement à l’ellipsoïde intérieur, depuis son centre, jusqu’à sa 
surface , et la densité du fluide qui le recouvre, étant prise pour 
Tunité. L’equation (i) donnera donc pour l’expression de l’ellipti- 
cité ah J du sphéroïde terrestre, 

" 4— lo.a^-fio./p.d.'i^ > 

les intégrales étant prises depuis a = o, jusqu’à a^c^. 

Considérons présentement , la loi de la pesanteur , ou , ce qui 
revient au même , celle de la longueur du pendule , à la surface du 
sphéroïde elliptique en équilibre. La valeur de l trouvée dans le 
n®. piécédeiit, devient dans ce cas, 

en faisant donc L' = L — \a L-({ (p — h) } on aura en négligeant 
les quantités de l’ordre , 

équation d’où il résulte que TJ est la longueur du pendule à 
secondes, à l’équateur, et que cette longueur croît de l’équateur 
aux pôles, proportionnellement au quarré du sinus de la lalilude. 

Si l’on nomme «« , l’excès de la longueur du pendule au pôle , 
sur sa longueur à l’équateur , divisé par celte dernière longueur j 
on aura et e = «t. p — h ) , et par conséquent , 

a 6 -f- fit A = a • et f / 

équation remarquable entre l’ellipticité de la terre , et la varia- 
tion de la longueur du pendule , de l’équateur aux pôles. Dans le 
cas de l’homogénéité, ctÆ = ; ainsi dans ce cas , ttk — ah; mais 

û le sphéroïde est hétérogène , autant ah est au-dessus ou au- 
dessous de \ a autant at est au-dessous ou au-dessus de la même 
quantité, 

35* Les planètes étant supposées recouvertes d’un fluide en 
équilibre j il est nécessaire dans le calcul de leurs attractions, de 
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connoître l’attraction des sphéroïdes dont la surface est ûuide et 
en équilibre : on peut l’exprimer fort simplement , de cette ma^ 
nière. Reprenons l’équation (5) du n®. i4j on en fera disparoître 
les signes d’intégration, au moyen de l’équation (a) du n®. 29 , 
qui donne à la surface du sphéroïde , 

ù 

ainsi en fixant l’origine des rayons r, au centre de gravité du 
sphéroïde, ce qui fait disparoître Y^''> ^ en observant ensuite que 
est nul , et que étant arbitraire , on peut supposer 

— J2’(")=:o 5 l’équation (5) du n®. i4, donnera 


expression dans laquelle on doit observer que ^•fp>d,a^ exprinie 

la masse du sphéroïde, puisque dans le cas de r infini, la valeur de/^ 
est égale à la masse du sphéroïde , divisée par r. Cela posé , l’at- 
traction du sphéroïde parallèlement k r, sera — 
lion perpendiculaire à ce rayon , dans le plan du méridien , sera 
— enfin l’attraction perpendiculaire à ce même 

(ir) 

rayon dans le sens du parallèle, sera ^ 7 =~r— . L’expression 

r. y i— 

de /^devient, relativement à la terre supposée elliptique , 


M (lct<p^uh) ^ , , , 

= T+ :3 -AZ.fr — 


M étant la masse de la terre. 

56. Quoique la loi de l’attraction en raison inverse du quarré 
de la distance , soit la seule qui nous intéresse ; cependant l’équa- 
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tion (i) du n®. lo , offre une détermination si simple de la pesan- 
teur à la surface des sphéroïdes homogènes en équilibre , quel que 
soit l’exposant de la puissance de la distance , à laquelle l’attrac- 
tion est proportionnelle ; que nous croyons pouvoir la présenter 
ici. L’attraction étant comme une puissance quelconque tz, de la 
distance,' si l’on désigne par une molécule du sphéroïde, 

et par f, sa distance au point attiré ; l’action de dm sur ce point, 
multipliée par l’élément — df^ de sa direction, sera — dm,f’"*df 

L’intégrale de cette quantité, prise par rapport à f, est — , 

et la somme de ces intégrales , étendue au sphéroïde entier, est 
V 

^ ; en supposant, comme dans le n®. lo , y = ,dm. 

Si le sphéroïde est fluide, homogène, et doué d’un mouvement 
de rotation, et s’il n’est sollicité par aucune attraction étrangère j 
on aura à sa surface , dans le cas de l’équilibre , par le n". 23 , 

V 

constante = — 

r étant le rayon mené du centre de gravité du sphéroïde à sa sur- 
face , et g étant la force centrifuge , à la distance i de l’axe de 
rotation. 

La pesanteur p à la surface du sphéroïde , est égale à la diffé- 
rentielle du second membre de cette équation, prise par rapport à r, 
et divisée par — dr^ ce qui donne 
1 /dV\ 

Reprenons maintenant, l’équation (i) du n®. lo, qui est relative 
h la surface , 

\drj 2a 2a ^ 

cette équation combinée avec les précédentes, donne 

= constante + 1 ("i 

A la surface , r est tà très-peu près égal à ay en faisant donc pour 
simplifier, a~ i ^ on aura 

P = constante 


Soit 
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Soit P, la pesanteur à réquateiir du spliéroïde, et «t ? , le rapport 
de la force centrifuge à la pesanteur à l’équateur; ou aura 

P )’■ 

d’où il suit que de l’équateur aux pôles, la pesanteur varie pro- 
portionnellement au quarre du sinus de la latitude. Dans le cas de 
la nature où 72= — on a 

p~P,{i ; 

ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé précédemment. 
Mais il est remarquable , que si 72 = 3, on a p=P,- c’est-à-dire, 
que si l’attraction est proportionnelle au cube de la distance, la 
pesanteur à la surface des sphéroïdes homogènes , est par-tout la 
même , quel que soit leur mouvement de rotation. 

Nous n’avons eu égard, dans la recherche de la figure 
des corps célestes, qu’aux quantités de l’ordre a ; mais il est facile 
par l’analyse précédente, d’étendre les approximations , aux quan- 
tités de l’ordre st% et des ordres supérieurs. Considérons pour cela, 
la .figure d’une masse fluide homogène en équilibre, recouvrant un 
sphéroïde peu difiérent d’une sphère, et doué d’un mouvement 
de rotation ; ce qui est le cas de la terre et des planètes. Da condi- 
tion de l’équilibre à la surface, donne par le n'^. i3, l’équation 

constante =P' — 

La valeur de compose i*’. de l’attraction du sphéroïde recou- 
vert par le fluide , sur la molécule de la surface , déterminée par les 
cordonnées r, ô et ,* 2 ". de l’attraction de la masse fluide sur cetto 
molécule ; or la somme de ces deux attractions est la meme que la 
somme des attractions 1 °. du .sphéroïde , en suppo‘:ant la densité 
de chacune de ses couches , diminuée de la densité du fluide ; 
2 ®. d’un sphéroïde de même densité que le fluide , et dont la sur- 
face extérieure est la même que celle du fluide. Soit la pre- 
mière de ces attractions , et la seconde , en sorte que 

y =. y \ y j on aura , en supposant g de l’ordre a. et égal à Ag y 

constante = r*. (if.'— ÿ;. 
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On a vu dans le n°. g , que V peut se développer dans une série 
tic la forme 


Z 7 (“) „ 

— +-r + -r+ &c., 

r r* r 


étant assnjcti à réquation aux tliffcrences partielles , 


O — 



(i 

d(À 





et l’on peut par l’aiuilysc du n". 17 , déterminer avec toute la 
précision dcsiralde , lorsque la figure du splicroïde est connue. 
Parcillemcnl, peut se développer dans une série de la forme 

î7(o) î7(0 t;(a) 

r r* 


étant assujéli à la même écpiation aux différences partielles , 
que Si Ton prend pour unité de densité , celle du Iluide ^ on a 
parlent 17, 








éi+Sj-raZ-fi; 

7 ^^^ étant supposé développé dans la suite , 

&c., 

dans laquelle est assnjcti à la meme équation aux difrércnces 
partielles, que L’équation de l’équilibre deviendra donc, 

t ^ r ^ \ J 


i étant égal ou plus grand que l’unité. 

Si la distance r de la molécule attirée , au centre du spliéroïde, 
ctoil infinie ; sevoit égal à la somme des masses du sphéroïde et 
du ffiiide, divisée par r; en nommant donc m , celte somme, on 
aura ^ 7 /"^ =^72. Ne portons l’approximation , que jusqu’aux 

quantités de l’ordre ; nous pouvons supposer 
r=i-f 

ce qui donne 

1 .2 
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Supposons 

y = rc)+rw+r^’)+ &c; 

y = &c. ; 

V(0j y'(i) et étant assujélis à la même équation aux Oiiïü- 
rences partielles que nous aurons 

1 .2 

Nous observerons ensuite que est une quantité de l’ordre « , 
puisqu’elle seroit nulle, si le spliéroïdc étoit une sphère; en ne 
portant ainsi, l’approximation que jusqu’aux termes de l’ordre 
sera de cette forme, ai7'W-{-at“. En substituant donc ces 
valeurs dans l’équation précédente de l’équilibre , et en y chan- 
geant r , dans 1 4 - + on aura aux quantités près de l’ordre 


constante = /7i.{i — Af + ct^.y — A^y } 

' et C/'U) 4- A* . f / 4- a ; . . U'^h 

ilL. rw— jrw+il’l, y 


ai-J-i 




&i 4-1 


+A £ i :( L ± ^,M^i> 


Ag\(i-\-Z'^y) 




En égalant séparément à zéro , les termes de l’ordre a, et ceux de 
l’ordre «t*; on aura les deux équations. 


f 

S.fm- -t^\r'C')=C'+s 

\ a‘+>/ 


I ü-»CO_('i+ , ).yUM)— ''^.^y\ .yyi) j 


— Ï-) j 


214-1 


C' étant une constante arbitraire. La première de ces équations 
détermine , et par conséquent la valeur de y. En la substi- 

O i4 
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tuant dans le second membre de la seconde équation , on le déve- 
loppera par la méthode du n°. i6, dans une suite de la forme 

&C.J 

étant assujéii à la même équation aux. dilTérences partielles, 
que et l’on déterminera la constante C', de manière que N^"'> 
soit nul ; on aura ainsi , 

ATCO 


y'(‘) = 


4rr 


ai-pi 


et par conséquent, 


ATCO 


iVCO 


ATcn 


+ &c. 


Ifexprcssion du rayon r de la surface fluide , sera ainsi déterminée 
aux quantités près de l’ordre et l’on pourra par le même 
procédé , porter l’approximation aussi loin que l’on voudra. Nous 
n’insisterons pas davantage sur cet objet qui n’a de difiiculté , 
que la longueur du calcul ; mars nous tirerons de l’analyse pré- 
cédente , cette conclusion importante , savoir que l’on peut affir- 
mer que l’équilibre est rigoureusement possible , quoique l’on ne 
puisse pas assigner la figure rigoureuse qui y satisfliit ; car on 
j)eut trouver une suite de figures qui substituées dans l’équation 
de l’équilibre , laissent des restes successivement plus petits , et 
qui deviennent moindres qu’aucune grandeur donnée. 
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CHAPITRE V. 

Compaf'aison de la théorie précédente , avec les observations. 

38 . Pour comparer aux observations, ]a tliéorie que nous 
venons d’exposer j il üiut connoître la courbe des méridiens tcj - 
restres, et celles que l’on trace par une suite d’opérations géodé- 
siques. Si par l’axe de rotation de la terre , el par le zénith d’nii lien 
de sa surface , on imagine un plan prolongé jusqu’au ciel ; ce plan 
y tracera la circonférence d’iin grand cercle qui sera le méridien 
de cc lieu : tous les points de la surtace de la terre, qui auront leur 
zénith sur cette eirconfércncc , seront sous le niérne méridien 
céleste , et ils formeront sur cette surface , une courbe qui sera le 
méridien terrestre correspondant. 

Pour déterminer celte courbe , représentons par u — o^ l’équa- 
tion de la surface de la terre 3 u étant une, fonction des trois coor- 
données orthogonales Soient x\y\ z\ les trois coordon- 

nées de la verticale qui passe par le lieu de la surface de la terre, 
déterminé par les coordonnées : on aura par la théorie des 

surfaces courbes , les deux équations suivantes , 

En ajoutant la première multipliée par l’indéterminée a, à la 
secomle 3 on en tirera 



Cette équation est celle d’un plan quelconque parallèle à la verti- 
cale dont nous venons de parler : cette verticale prolongée à Tin* 
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fini, se réunissant au méridien cclesie, tandis que son pied n’est 
éloigné que d’une quantité finie , du plan de ce méridien , elle peut 
être censée parallèle ii ce plan ; réquation cliirércntielle de ce plan, 
peut donc coincider avec la précédente, en déterminant conve- 
nablement rindclerinirice a. Soit 

ilz' — a*dx' -{-b,dy , 

l’équation du plan du méiidieii céleste j en la comparant à la pré- 
ccdcnlc, ou en tirera 

Pour avoir les constantes a eib ^ on supposera connues , les coor- 
données du pied de la verticale parallèle à l’axe de rotation de la 
terre, et celle d’un lieu donné de sa surface. En substituant suc- 
cessivement ces coordonnées dans l’équation précédente ; on aura 
deux équations au moyen desquelles ou déLermincra a cl b. L’équa- 
tion précédente cond)inée avec celle de la surface, u=o, donnera 
la courbe du méridien terrestre qui passe par le lieu donné. 

Si la terre étoit un ellipsoïde quelconque , u seroit une fonction 
rationnelle et entière du second degré en -v, y, js ^ l’équation (a) 
seroit donc alors celle d’un plan dont l’intersection avec la sur- 
face de la terre , formeroit le méridien terrestre : dans le cas 
général , ce méridien est une courbe à double courbure. 

Dans ce cas, la ligne déterminée par les mesures géodésiques, 
n’est pas celle du méridien terrestre. Pour tracer cette ligne , 
on forme un premier triangle horizontal dont un des angles a 
pour sommet , l’origine de celle courbe , et dont les deux autres 
angles ont pour sommets, deux objets quelconques visibles. On 
détermine la direction du premier côté de la courbe , par rapport 
aux côtés du triangle , et sa longueur jusqu’au point où ren- 
contre le côté qui joint les deux objets. On forme ensuite un second 
triangle horizontal , avec ces objets et un troisième plus éloigné 
qu’eux, de l’origine dé la courbe. Ce second triangle n’est pas dans 
le plan du premier j il n’a de commun avec lui , que le côté formé 
])ar les deux premiers objets ; ainsi , le prolongement du premier 
côté de la courbe, s’élève au-dessus du plan de ce second triangle j 
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maîsonlepliesur ce plan, de manière qu’il forme toujours les mêmes 
angles, avec le côté commun aux deux triangles, et il est aisé 
de voir que pour cela , il doit être plié suivant une verticale à 
oc plan. Telle est donc la propriété caractéristique de la courbe 
tracée par les opérations géodésiques. Son premier côté dont la 
direction peut être supposée quelconque , est tangent à la surface 
de la terre; son second côté est le prolongement de cette tangente, 
plié suivant une verticale ; son troisième côté est le prolongement 
du second côté, plié suivant une verticale, et ainsi de suite. 

Si par le point de réunion de deux de ces côtés, on mène dans 
le plan tangent à la surface du sphéroïde, une ligne perpendicu- 
laire à l’un des côtés; il est visible qu’elle sera perpendiculaire à 
l’autre côté ; d’où il suit que la somme de ces côtés est la ligne 
la plus courte que l’on puisse mener sur cette surface, entre leurs 
points extrêmes. Ainsi les lignes tracées par les mesures géodé- 
siques, ont la propriété d’être les plus courtes que l’on puisse mener 
sur la surface du sphéroïde, entre deux de leurs points quelcon- 
ques; et par ce que l’on a vu dans le n®. 9 du premier Livre, elles 
scj oient décrites par un ]nobile mû uniformément dans cette sur- 
face. 

Soient a;, y, z^les coordonnées rectangles d’nn point quelcon- 
que de la courbe ; x-Jrdx , y-hdy , z+dz, seront les coordon- 
nées d’un point infiniment voisin. Nommons ds l’éléjnent de la 
courbe , et supposons cet élément prolongé d’une quantité égale 
à ds ; x + ^dxyy + adj,z-\-2dz seront les coordonnées de l’ex- 
trémité de ce prolongement. En le pliant suivant une verticale, 
les coordonnées de cette extrémité deviendront x 2dx + ddxy 
y + ‘2dy + ddyy zi-adz^ddz^ ainsi --ddx, — c/r/y, ^ddz, 
seront les coordonnées de la verticale, prises en partant de son 
pied ; on aura donc par la nature de la verticale , et en supposant 
que u = o , soit l’équation de la surface de la terre , 
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équations qui sont (Jifférenles de celles du méridien terrestre. Dans 
CCS équations, ds doit ctre supposé constant; car il est clair que 
le prolongement de ds rencontre le pied de la verticale suivant 
laquelle on le plie, à un infiniment petit près du quatrième ordre. 

Voyons quelles lumièrespeuvcnldonnersur la ligure de la terre, 
les mesures géodésiques faites , soit dans le sens des méridiens, soit 
dans le sens perpendiculaire aux méi'idiens. On peut toujours con* 
ccvoir un ellipsoïde, langent à cliaque point de la surface terres- 
tre , et sur lequel les mesures géodésiques , les longitudes et les lati- 
tudes à partir du point de contingence , dans une petite étendue , 
scroient les mêmes qu’à celte surface. Si la surface entière étoit 
celle d’un ellipsoïde; l’ellipsoïde tangent seroit par-tout le meme; 
mais si , comme ou a lieu de le croire , la figure des méridiens 
n’est pas elliptique ; alors l’ellipsoïde tangent varie d’un pays à 
l’autre , et ne peut ctre déterminé que par des mesures géodési- 
ques faites dans des sens différens. Il seroit très-intéressant de 
connoître ainsi, les ellipsoïdes osculatcurs d’un grand nombre do 
lieux sur la terre. 

Soit -h + .8*— J — 2 A u\ l’équation de la surface du sphé- 

roïde que nous supposerons différer très-peu d’une sphère dont 
le layon est Tunitc , en sorte que et est un très-petit coefficient 
dont nous négligerons le quarré. z/ peut toujours être considéré 
comme forxlion des deux seules variables x et j,- car en le suppo- 
sant fonction de at, y , z, on peut en éliminer z, au moyen de 
l’équation i — — y*. Cclaj)OSc, les trois équations trou- 

vées ci-dessus, relativement à la ligne la plus courte sur la sur- 
face de la terre , deviennent 


:rddjf—yddx = a,(^ydd^—a.^yddxs 

xddz—zddx = <t,(^y^,ddx ; 
yddz — zddy ^ a..(^-^^,ddz. 


(O) 


Nous désignerons cette ligne , sous le nom de ligne géodésique. 
Nommons r, le rayon piené du centre (Je la terre à sa surface ; 
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Q l’angle que ce rayon fait avec l’axe de rotation que nous suppo- 
serons être celui des z, et ^ l’angle que le plan formé par cet axe et 
par r, fait avec le plan des x et desjy/ on aura 

a; == r. sin. ô , cos ^ / y = r»3in.9.sin.P ; z = r,cosJ ; 
d’où l’on tire , 

r*.sin.'‘. — xdy ^ydx ; 

,d^~(xdz — zdx) .cos. P (y d Z — zdy).sir\.(p 
d x^ -i- dy* + d z^ = + 0. 

Én considérant ensuite u\ comme fonction de a; et de y , et dési- 
gnant par -1,1a latitude ; on peut supposer dans cette fonction, r=i, 
et 4 = 100 ® — 9 , ce qui donne 

a; = çqs,4«cos. <p ,• ^ = cos.-J^.sin.ç; 

on aura ainsi , 

mais on a 

y 

= COS,* 4 / ^ = tang, (p ; 

X 

d’où l’on tire, 


(xdx-\-ydy) 

8in.4'COs.4. * 


(x dy -~*ydx) 


Eu substituant ces valeurs de c?4 et de c??, dans l’équation dilFc'- 
rentielle précédente en u, et comparant séparément, les coeilicieus 
de dx et de dy ^ on aura 


ce qui donne 


( du\ cos.<p /du'\ sin. (? 

dx J 8in.4 \^^4/ cos, 4 

/du\ sin. (p /du'\ cos.<p /du\ 

\dy ) 8in.4^ \<^4/ ^ C 0 S .4 * / 


7''“'^ adx- 

^47^* 

(-) 


(xddy — yddx) 


xddx-^-yddy]; 
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or en négligeant les quantités de l’ordre a , on a xddy — yddx-=‘ 0 \ 
de plus , les deux équations 


donnent 


xddx — zddx — o J yddz — zddy~o^ 


zddz=^ 


Z* . (x d dx-{-y ddy) 




et l’équation x^-\-y^ + z^ = i , donne 

xddx+yddy+z ddz’{-ds^ = o ; 
en substituant au lieu de zddz , sa valeur précédente , on aura 
xddx+yddy = — (x^-{-y^)»ds'' = — f/5“.cos/4 ; 
partant , 

(^£).ddf - {^yddx = (^).ds'. 

La première des équations (O) donnera ainsi en l’intégrant , 

rV^^.sin.*9 = cds^ads»/ ds,(^^^ ; (jt?) 

c étant une constante arbitraire. 

La seconde des équations (O) donne 

d,(xdz — zdx) — etY^y û?f/z ; 


mais il est facile de voir par ce qui précède , que l’on a 
ddz = — c/«*.sin.4 y 


on a donc 


d, (xdz — zdx) ^z^ctds 
on a pareillement , 

d^(ydz — zdy)^ — ^ds 
on aura donc 

= c'.c?5.sin.^ + c'\c?5,cos.<p 



sin. 4 y 
sin.4y 


— flt.d^.cos. (p 


— fit. sin. ç 





sin. tan g. 4 j 
ços.?.tang.4j;(ÿ) 
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Considérons d’abord le cas dans lequel le premier coté de la 
ligne géodcsique esl parallèle au plan correspondant du méridien 
céleste. Dans ce cas, est de l’ordre <t, ainsi que dr ; on a donc 
en négligeant les quantités de l’ordre ds=i — rc/ô, Tare .ç étant 
supposé croître de l’équateur aux pôles. 4 exprimant la latitude, il 


est facile de voir que l’on a 9 =::ioo'’ — 4 


^0 = — d4 — et,d4 



on a donc 



A j/ tt. 



ce qui donne 


Ainsi en nommant « , la différence en latitude , des deux points 
extrêmes de l’arc s y on aura 




w/ étant ici la valeur de u! k l’origine de s. 

Lorsque la terre est un solide de révolution, la ligne geodésique 
est toujours dans le plan d’un même méridien ; elle s’en écarte , si 
les parallèles ne sont pas des cercles j l’observation de cet écart 
peut donc nous éclairer sur ce point important do la théorie de la 
terre. Reprenons l’équation (p ) , et observons que dans le cas 
présent , d<p et la constante c de cette équation , sont de l’ordre «e , 
et que l’on peut y supposer r= i , ds = d4' et Q == loo® — 4 y on 
aura ainsi , 


cf (p . cos.* 4 = 


Maintenant , si l’on nomme l’angle que fait le plan du méridien 
céleste, avec celui des x et des/, d’où l’on compte l’origine de 
l’angle on aura, dx'Aang. ^dy*; étant les coor- 

données de ce méridien dont on a vu dans le n®. précédent , que 
l’équation différentielle est 

d z' = adx' b dy^. 


En la comparant à la précédente , on voit que a et b sont infinis, 

P 2 
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et iels que — ^ = tang. V' i l’équalion (d) du n”. précédent , donne 
ensuite , 

d’où l’on tire, 

O =: a:, tang. V—y — “• (§ 7 ) • tang. V a . 

Oii peut supposer dans les termes multipliés par «ty de 

plus , — = tang . <p J on a donc 


cos. 4 *cos. {tang. tp — tang./^} = 


■■(ï) . 


ce qui donne 


CUS. 4 *C 08 .(p ^ 




C09.*4 


Le premier côté de la ligne géodésique , étant suppose parallèle au 
plan du méridien céleste 3 les différentielles de l’angle et de la 
distance {(p — /^J,co3.4f de l’origine de la courbe, au plan du 
méridien céleste , doivent être nulles à cette origine ; on a donc à 
ce point , 


|^=('?-^;-tang.4 




tang. 4 


C05.*4 

et par conséquent, l’équation (jj) donne 
et 4 / se rapportant à l’origine de l’arc s. 

A l’extrémité de l’arc mesuré, le côté de la courbe fait avec 
le plan du méridien céleste correspondant, un angle a très-peu 
près égal à la différentielle de — /^^.cos. 4 » divisée par ^/ 4 J 
étant supposé constant dans la différentiation j en désignant 
donc cet angle par -»■, on aura 
d? 

^.COS.4-^('ip — j^J.sin .4 / 
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Si l’on substitue pour — sa valeur tirée de l’équation (p ) , et pour 
P — sa valeur précédente j on aura 

* = ^£ 4 - {&)• -(^).ta«g.4+/ 

l’intégrale étant prise depuis l’origine de l’arc mesuré, jusqu’à son 
extrémité. Nommons t , la différence en latitude de ses deux points 
extrêmes j « étant supposé assez petit , pour que l’on puisse négli- 
ger son quarréj on aura 


^ ^ ( /"Y tang. 4 +('-1!^') 1 . 

cos.v|. \\dp J ^ 

les valeurs de 4? se rapporter ici, pour 


plus d’exactitude, au milieu de l’arc mesuré. L’angle 'o- doit être 
supposé positif, lorsqu’il s’écarte du méridien, dans le sens des 
accroissemens de 

Pour avoir la différence en longitude , des deux méridiens cor- 
respondans aux extrémités de l’arc, nous observerons que z//, 

4, et , étant les valeurs de 4 et , à la première extrémité; 
on a 






COS,^4 


mais on a à fort peu près , en négligeant le quarré de «, 


c.e / du’ \ 

on aura donc 

d’où résulte cette équation fort simple , 

F’p.sin. 

ainsi l’on peut par l’observation seule , et indépendamment de la 
connoissance de la figure de la terre , déterminer la différence en 
longitude, des méridiens correspoudans aux extrémités de l’arc 
mesuré j et si la valeur de l’angle 'sr est telle que l’on ne puisse pas 
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l’attribuer aux erreurs des observations, on sera sûr que la terre 
n’est pas un sphéroïde de révolution. 

Considérons maintenant , le cas où le premier côté de la ligne 
géodésique , est perpendiculaire au plan correspondant du méri- 
dien céleste. Si l’on prend ce plan pour celui des x et des y ; le 

cosinus de l’angle formé par ce côté sur ce plan , sera ; 


ainsi ce cosinus étant nul à l’origine, on a dx — o^ f/z — o, ce 
qui donne 

c?,rsiii. 9.C0S. ® = o ; c?.rcos.Ô = o} 


et par conséquent , 

r.c?Ô = r.c/?.sin. 6. cos. ô.tang. 

mais on a, aux quantités près de l’ordre =:r.c??.sin.Ô ; on 

aura donc à l’origine , 

di tang.®.cos.Ô 
ds r * 

La constante de l’équation (q ) , est égale à la valeur de xdz — zdx^ 
k l’origine; elle est donc nulle, et l’équation (q) donne à l’origine, 
d6 c' 


on a donc , en observant que ^ est ici de l’ordre « , et qu’ainsi , en 
négligeant les quantités de l’ordre «t*, on a sin.f = tang. p / 
c'r= r^.cos. 9^, 

les quantités et 9^ étant relatives à l’origine ; partant , si l’on 
considère qu’à cette origine , l’angle p est ce que nous avons nom me 
précédemment, 9 , — et dont nous avons trouvé la valeur égale à 

-m . .. 

— : on aura a ce point, 

C 08 .‘. 4 , 


/du'\ 8in.4/ 

ds \ dp / cos.“4/ 


L’équation {q) donne ensuite , 

ddô^ CO8.0, d>, 
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mais on a 

on aura donc 

— ' — ( 1-^2 tang. 1 . tang.* 4^. 

L’équation {p) donne , en observant qu’à l’origine, 

17^ r-^, 


celle-ci , 
d’où l’on tire , 
dda^ 


c = r^.sin. 


d a* 

‘"TT 


d\ 

ds 


pcosj 

■7 , . T" ' . „ ' , ' y 


r.sin.*^. 


ds^ r^.sm.6 

et par conséquent , 

dd^^ ^duf'^ (a-— cos,* 4,) 

ds 

L’équation 


cos.“4^ ’ 


, /du/\ (a — cos.* 4 

df^ J* coa.4 4^ 

/ du'\ 

6 = 100 ® — 4 — <*• ( TT" )) 

\|^ y 


donne , en ne conservant parmi les termes de l’ordre s*, que ceux 
qui sont iiidépendans de « , 

et s 
ds 

partant, 

4 — 4 /= 


4—4^ 


/ dd u' \ 


cos. 4, 


La différence des latitudes aux deux extrémités de l’arc mesuré , 
fera donc connoître la fonction 

tts ( / du '\ , /ddu'\) 

il est remarquable , que pour le meme arc mesuré dans le sens du 
méridien, cette fonction est, par ce qui précède, égale à i 
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elle pourra ainsi être dclcrminée de ces deux manières, et l’on 
pourra juger si les valeurs trouvées , soit de la différence des lati- 
tudes, soit de l’angle azimutlial -ar, sont dues aux erreurs des qb- 
servations , ou à rcxccntricité des parallèles terrestres. 

On a, en ne conservant que la première puissance de s , 


f n’est pas la différence en longitude , des deux extrémités do 
l’arc Si celte différence est égale à or on a, par ce qui 

précède , 

■■(ï). 




ce qui donne , 


C0S.“4 




/ddu'\ /ddu'\ 


partant , 




' CO8.4, 


• < 1 et 


Ç 05 .* 4 / 


COS.^4/ ^ 

/ddu'\ 


'•H. 


Pour plus d’exactitude , il faut ajouter à cette valeur de ^ , 

le terme dépendant de et indépendant de et, que l’on obtient 

dans l’hypothèse de la terre sphérique j ce teripe est égal k 

tana.*4, . . 

f— 1 r-— : ainsi I on a 

* Ç 08 . 4 ^ 

/ddu'\ 


Il nous reste à déterminer l’angle azimuthal à l’extrémité de l’arc s. 
Pour cela, nommons x' ety, les coordonnées a: et^, rapportées au 
méridien de la dernière extrémité de l’arc 5; il est facile de voir 

que le cosinus de l’angle azimuthal est égal à - — Si l’on 

rapxforte les coordonnées x et y y au plan du méridien correspon- 
dant 
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clant à la première extrémité de l’arc ; son premier côté étant sup- 
posé perpendiculaire au plan de ce méridien , on aura 
dx^ dz^ dy^ 

ds ^ ^ ds ^ ’ ds ^ ’ 

partant, en ne conservant que la première puissance de s, 

dx ddx^ dz ddz^ 

ds * ds di’ * 

or on a 

at' = r . cos. ( y — y J sin. ( y J ,• 

ainsi y — y^ étant par ce qui précède, de l’ordre <*, on aura 

ds ds* ‘ ds * 

Maintenant, on a 

X = r. sin. 9 . cos. ^ ; zr=^r* cos. Ô ; 
on aura donc, en négligeant les quaiitités de l’ordre et obscr- 
vaut que et — sont des quantités de Tordre «, 

ddx, ddu' . ddê . y. * 

~ds ~ = “ • ~JF~ • + '•/ • TF' • TF- 

On a ensuile, 

/dda’\ 

ddu' /ddu'\ /du'\ dd8 / /du'\ 

“■ TF =*• V dFj- “\rftj'TF = -Fkîr [dtys-i-,, 

de plus, on aura donc en substituant pour 

d^^ ddd^ 

r^, y, , et , leurs valeurs precedentes , 


ddx, 


;V . sin.*. 4, i 

F = ‘‘•(tT 

4.74—- 


On a, comme on vient de le voir, en négligeant les puissances 
supérieures de a , 

^dduf 


luf\ 

\ dT)} . 
*4, 
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rfy 

et >^ = 1 ; on a donc 
ds ' 

dx^ 

ds 


-, ^ /rfw 'X . , /ddu '\ gin.* 4, 

r c^+“^{rfTj-‘“8- 

On trouvera semblablement , 

le cosinus de l’angle azimulhal à l’extrémité de l’arc s, sera ainsi, 


I ^ 

s.lang.4,,A— j. 


tang.4/~- 


fddu'\ 
C05.“ 4. 


Ce cosinus étant fort petit, il peut être pris pour le complément 
de l’angle azimutlial qui , par conséquent, est égal à 

/ ddu ' \ 

f /du* \ v rf?* / ? 

TOo'-«.lang4,. ) > -.B/+..^^-^j.lang4, ^. 4 — >■ 

Il faut , pour plus d’exactitude , ajouter k cet angle , la partie 
dépendante de et indépendante de « , que l’on obtient dans 
l’hypothèse de la terre sphérique : cette partie est égale à 
î,5\('7-l“tang.®4;>)*tang.4, ; ainsi l’angle azimutlial à l’extrémité 
de l’arc s» est égal à 

( “•©') 1 

J. tang. 4,. |i- .«;+ <e. j.tang. 4, 1 f ?+ tang-4,; j 

Le rayon osculateur de la ligne géodésique formant un angle 
quelconque , avec le plan du méridien , est égal à 
ds^ 


(ddxf (ddy]^ (ddz)^ 

ds étant supposé constant j soit iî ce rayon. L’équation a:*+y*+z* 
= i + 24t«', donne 

x,ddx-\-y.ddy-\-z,ddz~-^ds'-\‘(z,ddu'} 
si l’on ajoute le quarré de cette équation , aux quarrés des équa- 
tions ( O ) ; on aura, en négligeant les termes de l’ordre <t* , 

[(ddxy-^(ddy)'dr(ddz)']^ds^’^ü<td$\ddu' 
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d’où l’on tire , 




ddu' 
ds^ * 


Dans le sens du méridien , on a 

ddii f ddu\ 

partant, 

r, r fdàu\ 

i2=i+.«+..^— J. 

Dans le sens perpendiculaire au méridien , on a par ce qui pré- 
cède, 

ln'\ 


ddu' ^ y df' 


/ddü'y 

cos.» 4/ 


partant, 


.(^)tang.4,; 

(ddu;\ 


Si dans l’expression précédente de on fait elle 

prend celle forme très-simple, relative à une sphère du rayon 

D’expression de l’angle azimuthal , devient 

100 ®— s' , tang. 4^ . { i— y . a'* , f j4* tang.* 4,^ } • 

Nommons l’angle que le premier côté de la ligne géodésiqiie, 
forme avec le plan correspondant du méridien céleste j on auM 

ddu' /du\ dà'^ /ddu\ dp* / ddu' \ dp d\, /ddu \ 

dfi* df*^\d^)*ds*'^\df*/ds*‘^^\dp,d>\.)*ds*ds \^ 14 / 


Mais dans l’hypothèse de la sphère sphérique , on a 

dp^ sin.A ddp^ a.sin.A .co 3 , X 

ds coâ.4^ * ds* cos..f^ 

77 


tang. 4,; 


<*<*+, • . 

co3.a f ~dï ^~ — SW. a.tang.4, ; 


Qa. 
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parlant , 

ddu' sin.K.cosA (fdu\ . / dda' \'\ . . /da'\ 

( ddu'\ 8in.*A /ddu'\ 

+( , ^ VC0S.*A/ 

dp^ J cos.® 4, \d\^ j 

le rayon osculaieur R dans le sens de celte ligne géodésique , est 
donc 

, sinA.cos.A ( /du'\ . /ddu'W . . . /du\ 

/ ddu'\ .si n . • A / ddu’\ 

— ; — )• P <*• ( — r-; — )• COS.* A» 

\dp^ ) cos.® 4, \d'{^ J 

Soit pour abréger, 

/ddu'\ 

«t /ddit'\ 

„ «4 , /du/\ Î3 \ dp^ ) tt fddu^ 

B =-.ta«g.4,.(^) h^+l\-d^)> 

on aura 

iî== JC+^.sin.2X+S.cos.‘2A» 

Les observations des augles azimulhaux, et de la différence des 
latitudes aux extrémités de deux lignes géodésiques mesurées , 
Vune, dans le sens du méridien, l’autre, dans le sens iierpcndicu- 
laire au méridien, feront connoître, par ce qui précède, les valeurs 
de^, ^ etiC; car ces observations donnent les rayons osculatcurs 
dans CCS deux sens. Soient R et R’ ces rayons j on aura 
„ H'-P JT' 



et /ddu/\ 

/du/ ^ 

\ Î3 \ d^® / ^ 


f C05.® 4^ 


et la valeur de ^ sera déterminée, soit par l’azimulh de l’extré- 
mité de l’arc mesuré dans le sens du méridien , soit par la diffé- 
rence en latitude, des deux extrémités de l’arc mesuré dans le 
sens perpendiculaire au méridien. On aura ainsi le rayon oscu- 
lalcur de la ligne géodésique dont le premier coté forme un angle 
quelconque, avec le plan du méridien. 
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Si Ton nomme 2 £ , un angle dont la tangente est ~ ; on aura 

D 

Rz=K+ cos. (iK—üE); 


le plus grand rayon oscillateur répond k \ ~E ^ la ligne géodé- 
sique correspondante forme donc l’angle E, avec le plan du méri- 
dien. Le plus petit rayon osculatcur répond à ^ soit r 

ce plus petit rayon , et r' le plus grand ; on aura 
R = r^.cos.^^ — E) , 

A — E étant l’angle que la ligne géodcsique correspondante à i?, 
forme avec celle qui correspond à r. 

Nous avons déjà observé qu’à chaque point de la surface de 
la terre , on peut concevoir un ellipsoïde osculateur sur lequel les 
degrés dans tous les sens , sont sensiblement les memes dans une 
petite étendue autour du point d’osculation. Exprimons le rayon 
de cet ellipsoïde , par la fonction 

1 — <«.sin.^4. (i-f A.cos. ^ y 

les longitudes tp étant comptées d’un méridien donne. L’expression 
de l’arc terrestre mesuré dans le sens du méridien , sera par ce qui 
précède , 



. {i + ^*cos. 2 ("^ + 0 } • { 1 + 5 . cos. 2 4 — Si.sin. 24}. 


Si l’arc mesuré est considérable et si l’on a observé, comme en 
France, la latitude de quelques points intermédiaires entre les 
extrêmes 5 on aura par ces mesures , et la grandeur du rayon pris 
pour unité, et la valeur de «. {i + A.cos.2('(p+ CJ}. On a ensuite 
par CO qui précède, 


r = — 2 St 4 . J 


fang.®44 i + cos.®4) 
cos. 4 


sin. 


l’observation des angles azimutliaux aux deux extrémités de l’arc , 
fera donc connoître «A. sin. 2 (9 + C). Enfin, le degré mesuré dans 
le sens perpendiculaire au méridien, est 

I -f Æ.cos. 2( ^+0} •sin.’‘4 + 4 ®««A.tang.® 4 »cos. 2 
la mesure de ce degré donnera donc la valeur de et A, sin. 2. + 

Ainsi l’ellipsoïde osculateur sera déterminé par ces diverses me- 
sures : il seroit nécessaire, pour un aussi grand arc, d’avoir égard 
au quarré de « dans l’expression de l’angle ^ ^ sur-tout si, comme 
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on Ta observé en France , l’angle azimuthal ne varie pas propor- 
tionnellement à l’arc mesuré : il faudroit même alors ajouter à l’ex- 
pression précédente du rayon de l’ellipsoïde, un terme de la forme 
<t/&.sin.4«cos.4.sin. P<>ur avoir l’expression la plus géné- 

rale de ce rayon, 

La figure elliptique est la plus simple après celle de la 
sphère : on a vu précédemment qu’elle doit être celle de la terre et 
des planètes , en les supposant originairement fluides , si d’ailleurs 
elles ont conservé , en se durcissant , leur figure primitive ; il ctoit 
donc naturel de comparer à cette figure , les degrés mesurés des 
méridiens j mais cette comparaison a donné pour la figure des 
méridiens , des ellipses différentes , et qui s’éloignent trop dos 
observations, pour pouvoir être admises. Cependant, avant de 
renoncer entièrement à la figure elliptique , il faut déterminer celle 
dans laquelle le plus grand écart des degrés mesurés , est plus petit 
que dans toute autre figure elliptique , et voir si cet écart est dans 
les limites des erreurs des observations. On y parviendra par la 
méthode suivante. 

Soient &c. , les degrés mesurés des méridiens j 

soient , &c. , les quarrés des^ sinus des latitudes cor- 

respondantes : supposons que dans l’ellipse cherchée, le degré du 
méridien soit exprimé par la formule z-{-py ^ en nommant x^‘\ 
^ ^ &C. , les erreurs des observations , on aura les équations 

suivantes , dans lesquelles nous supposerons que 
forment une progression croissante , 

Q^(') — Z — =x 

^(*) — Z — 

n éiant le nombre des degrés mesurés. 

On éliminera de ces équations, les deux inconnues z et y, 
et l’on aura n — a équations de condition , entre les n erreurs , 
, ..... Jl faut maintenant déterminer le système de ces 
erreurs , dans lequel la plus grande est, abstraction faite du signe, 
moindre que dans tout autre système. 
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Supposons d'abord que l’on n’ait entre ces erreurs , qu’une seule 
équation de condition, que nous pouvons représenter par celle-ci , 

a étant positif. On aura le système des valeurs de x^‘\ x^‘\ &c. , 
qui donne, abstraction faite du signe, la plus petite valeur, à la 
plus grande ; en les supposant au signe près , toutes égales entre 
elles et au quotient de a, divisé par la somme des coefiieiens w, 

P , &c. , pris positivement Quant au signe que chaque quantité 
doit avoir, il doit être le même que celui du coefficient de celle 
quantité , dans l’équation proposée. 

Si l’on a deux équations de condition entre ces erreurs ; le sys- 
tème qui donnera la plus petite valeur possible , à la plus grande, 
sera tel, qu’abstraction faite du signe, toutes ces erreurs seront 
égales entre elles , à l’exception d’une seule qui sera plus petite 
que les autres , ou du moins, qui ne les surpassera pas. En suppo- 
sant donc que x^'^ soit cette erreur, on la déterminera en fonction de 
&c. , au moyen de l’une des équations de condition, pro- 
posées; en substituant ensuite cette valeur de x^*\ dans l’autre 
équation de condition , on en formera une entre x^^^, x^^\ &c. : 
représentons-la par la suivante , 

a^m &c. , 

a étant positif; on aura, comme ci-dessus, les valeurs de 

&c. , en divisant a, par la somme des coefficiens m, n, &c., 
pris positivement , et en donnant successivement au quotient , les 
signes de m, n, &c. Ces valeurs substituées dans l’expression de 
en x ^^'^ , &c. , donneront la valeur de et si cette valeur , 

abstraction faite du signe , n’est pas plus grande que celle de x^^\ 
ce système de valeurs sera celui qu’il faut adopter ; mais si elle est 
plus grande, alors la supposition que x^'^ est la plus petite 
erreur, n’est pas légitime, et il faudra faire successivement la 
même supposition sur &c. , jusqu’à ce que l’on parvienne 

à une erreur qui y satisfasse. 

Si l’on a trois équations de condition , entre ces erreurs; le sys- 
tênie qui donnera la plus petite valeur possible , à la plus grande , 
sera tel , qu’abstraction faite du signe , toutes ces erreurs seront 
égales entre elles , à l’exception de deux, qui seront moindres que 
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les autres. En supposant donc que et soient ces deux 
erreurs , on les éliminera de la troisième des équations de condi- 
tion , au moyen des <leux. autres équations , et l’on aura une équa- 
tion de condition entre les erreurs et &c. ; représenions- 
la par la suivante , 

a = m &c. , 

'V- 

a étant positif. On aura les valeurs dca:^^\ ar^^^, &c., endivisanfn 
par la somme des coefficiens, &c. , pris positivement, et en 

donnant successivement au quotient, les signes do w, &c. Ces 
valeurs substituées dans les expressions de x^'^ et de a?^*^ , en 
ar^^^, &c. , donneront les valeurs de ar^‘^ et de a:^*^, et si ces der- 
nières valeurs , abstraction faite du signe , ne surpassent pas x^^\ 
on aura le système d’erreurs , qu’il faut adopter; mais si l’une de 
ces valeurs surpasse la supposition que et a?^“^ sont les plus 
petites erreurs, n’est pas légitime, et il faudra faire la même sup- 
position çur une autre combinaison des erreurs a?^‘^, a?^^\ &c., 

prises devix à deux , jusqu’à ce que l’on parvienne à une combi- 
naison dans laquelle cette supposition spit légitime. Il est facile 
d’étendre cette méthode , au cas où l’on auroit quatre ou un plus 
grand nombre d’équations de condition , entre les erreurs x^‘\ x^*\ 
arCS), Ces erreurs étant ainsi connues, il sera facile d’en conclure 
les valeurs de z et dey, 

La méthode que nous venons d’exposer , s’applique à toutes les 
questions du même genre; ainsi, ayant un nombre n d’observa- 
tions d’une comète, on peut, à son moyen, déterminer l’orbite 
parabolique dans laquelle la plus grande erreur est, abstraction 
faite du signe , moindre que dans toute autre orbite parabolique , 
et i-econnoîtrç par-là , si l’Jiypothèse parabolique peut représenter 
ces observations, Mais quand le nombre des observations est çon- 
sidérablc , cptte méthode conduit à de longs calculs , et l’on peut, 
dans le problème qui nous occupe , arriver facilement au système 
cherché des erreurs , par la méthode suivante, 

Concevons que x^‘^ soit, abstraction faite du signe, la plus grande 
des erreurs &c, ; nous observerons d’abord, qu’il doit 

exister upe antre erreur égale et de signe contraire à 

autrement, 
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autrement , on pourroit , en faisant varier z convenablement dans 
l’équation 

diminuer l’erreur en lui conservant la propriété d’être l’erreur 
extrême , ce qui est contre l’hypotlièse. Nous observerons ensuite , 
que et étant les deux erreurs extrêmes, l’une positive et 
l’autre négative , et qui doivent être égales , comme on vient de le 
voir ; il doit exister une troisième erreur égale , abstraction 
faite du signe , En effet, si l’on retranche l’équation corres- 
pondante à i de l’équation correspondante k on aura 

Le second membre de cette équation est, abstraction faite du signe, 
la somme des erreurs extrêmes , et il est clair qu’en faisant varier 
convenablement jK 5 pe'it la diminuer, en lui conservant la 
propriété d’être la plus grande des sommes que l’on peut obtenir 
par l’addition ou par la soustraction des erreurs &c. , 

prises deux à deux j pourvu qu’il n’y ait point une troisième erreur 
égale, abstraction faite du signe, or la somme des erreurs 
extrêmes étant diminuée , et ces erreurs étant rendues égales , au 
moyen de la valeur de z , chacune de ces erreurs seroit diminuée , 
ce qui est contre l’hypothèse. Il existe donc trois erreurs 

égales entre elles , abstraction faite du signe, et dont Tune 
a un signe contraire à celui des deux autres. 

Supposons que ce soit ; alors le nombre ï tombera entre les 
deux nombres i et f'. Pour le faire voir , imaginons que cela ne 
soit pas, et que i! tombe en deçà ou au-delà des nombres i et i’. En 
retranchant l’équalion correspondante à i', successivement des deux 
équations correspondantes à i et à on aura 

^co — ^ .y = a?C0 — ; 

Les seconds membres de ces équations sont égaux et de même signe ; 
ils sont encore , abstraction fuite du signe, la somme des erreurs 
extrêmes; or il est clair qu’en faisant varier convenablement y , 
on peut diminuer chacune de ces sommes , puisque le coefficient 
dey , a le même signe dans les deux premiers membres i on peut 
Mkcan. cél, Tome JJ^ R 
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d’ailleurs , en faisant varier z convenablement , conserver à 
la même valeur; et seroient donc alors, abstraction faite 
du signe , moindres que x^''^ qui deviendroit la plus grande des 
erreurs , sans avoir d’égale ; et dans ce cas , on peut , comme on 
vient de le voir, diminuer l’erreur extrême; ce qui est contre 
l’hypothèse. Ainsi le nombre i' doit tomber entre les nombres i 
tît i". 

Déterminons maintenant, lesquelles des erreurs 
sont les erreurs extrêmes. Pour cela , on retranchera la première 
des équations (^), successivement des suivantes, et l’on aura cette 
suite d’équations , 

aCO_ ^ _ ^(O 

^C4) — ^C). — ^pC4) — — X^''^ 

&c. 

Supposons y infini; les premiers membres de ces équations seront 
négatifs , et alors la valeur de x^*^ sera plus grande que x^^\ &c. : 

en diminuant continuellement^, on arrivera enfin à une valeur 
qui rendra positif, l’un de ces premiers membres, qui avant d’ar- 
river à cet état, deviendra nul. Pour connoître celui de ces mem- 
bres qui le premier devient égal à zéro , on formera les quantités, 

nC®)— -a^O — q(0 qC4) — cCO 

pW— pCO ^ pC3)— pO) ^ pC4)_pCO ’ 

Nommons la plus grande de ces quantités, et supposons qu’elle 

ûCO— flCO , 

soit pco ' pcô • y ^ plusieurs valeurs égales à nous considé- 
rerons celle qui correspond au nombre r, le plus grand. En subs- 
tituant pour^ , dans la ( r — i/'*®' des équations ( B) ; x^''^ sera 
égal a et en diminuant y, il l’emportera sur le premier 
membre de cette équation devenant alors positif. Par les diminu- 
tions successives de y, ce membre croîtra plus rapidement que les 
premiers membres des équations qui la précèdent; ainsi, puisqu’il 
devient nul , lorsque les précédens sont encore négatifs , il est 
visible que dans les diminutions successives de il sera toujours 
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plus grand qu’eux , ce qui prouve que sera constamment plus 
grand que lorsque sera moindre que 

Les premiers membres des équations (B) qui suivent la fr-i 
seront d’abord négatifs, et tant que cela aura lieu, &c. , 

seront moindres que 47^ et par conséquent, moindres que 4;^’\ 
qui devient la plus grande de toutes les erreurs 47^'^, 4:^*^ . , 

lorsque jy commence à devenir moindre que Mais en conti- 
nuant de diminuer^, on parvient à une valeur de cette variable , 
telle que quelques-unes des erreurs 4?c'’'^‘>, 47^ , &c., commen- 
cent à l’emporter sur 47 C'^. 

Pour déterminer cette valeur de y y on retranchera la des 
équations ( ^ ) , successivement des suivantes , et l’on aura 

.y = 4 ,cr 4 -.)_^co . 

. aC')— .J, ^ — dpC ») . 

&c. 

On formera ensuite les quantités 

flCO .««1 oCO 

pC^-^ 0 — jjCO * — pCO * 

Nommons , la plus grande de ces quantités, et supposons qu’elle 

^ — oCO 

soit plusieurs de ces quantités sont égales à f nous 

supposerons que r' est le plus grand des nombres auxquels elles 
répondent. Cela posé , 47^'’^ sera la plus grande des erreurs , 
. . . « 7 ^"^, tant que J/' sera compris entre et mais lorS'» 
qu’en diminuant on sera arrivé à alors 47*^"'^ commencera 
à l’emporter sur 47^'^^ et à devenir la plus grande des erreurs. 
Pour déterminer dans quelles limites , on formera les quantitcA 

pCO ^ pCr'H-O^pCr') ^ 

Soit f la plus grande de ces quantités , et supposons qu’elle soit 

plusieurs de ces quantités sont égales à nous 

supposerons que est le plus grand des nombres auxquels elles 
répondent, sera la plus grande de toutes les erreurs depuii 

Il s 
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jusqu’à yz=.C^^^. Lorsque y = alors commence 
à être cette plus grande eri’eur. En continuant ainsi , on formera 
les deux suites , 

^(0 ; ; x(^) 

CO ; -ôô y (C) 

I^a première indique les erreurs &c., qui deviennent 

successivement les plus grandes : la seconde suite formée de quan- 
tités décroissantes, indique les limites dej, entre lesquelles ces 
erreurs sont les plus grandes ; ainsi est la plus grande erreur 
depuis J/ = X , jusqu’à J/ = est la plus grande erreur depuis 

y = C^')^ jusqu’à = est la plus grande erreur depuis 

y=z=f^®), jusqu’à ainsi de suite. 

Reprenons maintenant les équations (5), et supposons^ néga- 
tif et infini. Les premiers membres de ces équations seront posi- 
tifs j x^'^ sera donc alors la plus petite des erreurs x^^\ &c. : 
en augmentant continuellement , quelques-uns de ces membres 
deviendront négatifs , et alors cessera d’être la plus petite des 
erreurs. Si l’on applique ici le raisonnement que nous venons de 
faire pour le cas des plus grandes erreurs^ on verra que si l’on 
nomme la plus petite des quantités 

û(a)__aCO aC3)— aCO aC4)— nCO 

pCO— pCO pC3)_pCO pC4)— pCO ’ 


^ aCO— aCO 

et si l’on suppose qu’elle soit , s étant le plus grand des 

nombres auxquels répond a^'), si plusieurs de ces quantités sont 
égales à A^')y sera la plus petite des erreurs depuis — x, 
jusqu’à Pareillement, si l’on nomme a^*^, la plus petite 

des quantités 

aO^n^aCO ftC^-f0-.G(0 


)—r,CO 


n(*-hO— nCO ' 


&c. 


et que l’on suppose qu’elle soit s' étant le plus grand des 

P ““P 

nombres auxquels répond a^*), si plusieurs de ces quantités sont 
égales à A^*); x^^^ sera la plus petite des erreurs depuis ^ = a^'1, 
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jusqu’à/ == ; et ainsi du reste. On formera de cette manière, les 

deux suites , 

— 00 ; a(‘) ; a(‘) ; ; 00 ; (£)) 

La première indique les erreurs &c. , qui sont suc^ 

Cessivement les plus petites , à mesure que Ton augmente / .* la 
seconde suite formée de termes croissans , indique les limites des 
valeurs de /, entre lesquelles chacune de ces erreurs est la plus 
petite ; ainsi, est la plus petiie des erreurs, depuis / = — oo , 
jusqu’à / == A^*) ; est la plus petite des erreurs , depuis / == a^')^ 
jusqu’à/ =X^“), cl ainsi du reste. Cela pose , 

La valeur de/ qui appartient à l’ellipse cherchée , sera Tune des 
quantités &c. ; aÎ')^ a^), a^^), &c. ; elle sera dans la 

première suite , si les deux erreurs extrêmes de même signe, sont 
positives. En effet , ces deux erreurs étant alors les plus grandes , 
elles sont dans la suite, hc.) et puisqu'une même 

Valeur de/, les rend égales, elles doivent être consécutives, et la 
Valeur de / qui leur convient, ne peut être qu’une des quantités 
fO) J &c.; parce que deux de ces erreurs ne peuvent être à-la- 
fois, rendues égales et les plus grandes , que par l’une de ces quan- 
tités. Voici maintenant, de quelle manière on déterminera celle 
des quantités &c., qui doit être prise pour/. 

Concevons , par exemple , que soit cette valeur j il doit alors 
se trouver, par ce qui précède , entre et une erreur qui 
sera le minimum de toutes les erreurs , puisque x^"^ et seront 

ks maxîma de ces erreurs ainsi , dans la suite x^'\ &c. , 

quelqu’un des nombres s,/, &c., sera compris entre r' et r'. Sup- 
posons que ce soit s. Pour que soit la plus petite des erreurs, 
la valeur de/ doit être comprise depuis a<') jusqu’à donc si 

est compris dans ces limites , il sera la Valeur cherchée de/, et il 
sera inutile d’en chercher d’autres. En effet, supposons que l’on 
retranche celle des équations (-^) qui répond successive- 

ment des deux équations qui répondent à et à on aura 
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Tous les membres de ces équations étant positifs , en supposant 
y = il est clair que si Ton augmente y, la quantité 
augmentera ; la somme des erreurs extrêmes , prise positive- 
ment , en sera donc augmentée. Si Ton diminue y , la quantité 
cil sera augmentée, et par conséquent aussi , la somme 
des erreurs extrêmes; est donc la valeur de y qui donne la 
plus petite de cos sommes ; d’où il suit qu’elle est la seule qui satis^ 
fasse au problème. 

On essaiera de cette manière, les valeurs de ^<0^ &c,; 

ce qui se fera très-aisément par leur seule inspection ; et si l’on 
arrive à une valeur qui remplisse les conditions précédentes, on 
sera sûr d’avoir la valeur clierchée de y, 

Si aucune des valeurs de C , ne remplit ces conditions ; alors 
cette valeur de y sera quelqu’un des termes de la suite 

&c. Concevons, par exemple, que ce soit ; les deux erreurs 
extrêmes x^*^ et x^^'^ seront alors négatives , et il y aura , par co 
qui précède , une erreur intermédiaire, qui sera un maximum^ et 
qui tombera, par conséquent, dans la suite x^'\ x^’\ x^"\ &c, 
Supposons que ce soit x^'\ r étant alors nécessairement compris 
entre s et s' ^ devra donc être compris entre Cf) et Cf), Si cela 
est , ce sera une preuve que ) est la valeur cherchée do y. On 
essaiera donc ainsi, tous les termes de la suite a^), a^’), a^), &c., 
jusqu’à ce que l’on arrive à un terme qui remplisse les conditions 
précédentes, 

Lorsque l’on aura ainsi déterminé la valeur dey; on aura faci- 
lement, celle de z. Pour cela , supposons que CC‘) soit la valeur 
de y f et que les trois erreurs extrêmes soient x^'\ x^''^ et a^f); on 
aura ;rf)== — ;cf), et par conséquent, 

nf)— Z — ; 

af ) — Z — ) .y — — ) ; 

d’où l’on tire, 

flCOq-aCO |p(0^pC0 

a a 

on aura ensuite la plus grande erreur 0 ;^), au moyen de l’équation 

{pco— pco} 



(0 
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4o« L’ellipse déterminée dans le n°. précédent , sert à recon- 
noître si l’hypolhèse d’une figure elliptique est dans les limites des 
erreurs des observations; mais elle n’est pas celle que les degrés 
mesurés indiquent avec le plus de vraisemblance. Cette dernière 
cUipse me paroît devoir remplir les conditions suivantes, savoir 
1°. que la somme des erreurs commises dans les mesures des arcs 
entiers mesurés , soit nulle; a®, que la somme de ces erreurs prises 
toutes positivement , soit un minimum. En considérant ainsi les 
arcs entiers , au lieu des degrés qui en ont été conclus ; on donne 
à chacun de ces degrés , d’autant plus d’infiuence sur l’ellipticité 
qui en résulte pour la terre , que l’arc correspondant est plus con- 
sidérable, comme cela doit être. Voici une méthode très -simple 
pour déterminer l’ellipse qui satisfait à ces deux conditions. 

Reprenons les équations (^) du n®. 4o, et multiplions-les res- 
pectivement par les nombres qui expriment combien les arcs 
mesurés renferment de degrés, et que nous désignerons par 

&c. Soit ^ la somme des quantités &c., 

divisée par la somme des nombres &c.j soit pareille- 
ment P, la somme des quantités y &c. , divisée 

parla somme des nombres &c. ; la conditionque la 

somme des erreurs &c., est nulle, donne 

O = — X — P,f, 

Si l’on retranche celte équation , de chacune des équations (^) 
du n®. précédent 5 on aura de nouvelles équations de la forme sui- 
vante : 

&c. 



‘T. 1 • 

I ornions la suite des quotiens — , ^ , et disposons- 

les suivant leur ordre de grandeur , en commençant par les plus 
grands; multiplions ensuite les équations (O) auxquelles ils répon- 
dent , par les nombres correspondans &c. ; disposons enfin 

ces équations ainsi multipliées , dans le même ordre que ces quo- 
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tiens. Les premiers membres de ces équations disposée^ do oette 
manière , formeront une suite de termes de la forme 

; &c, ; (P) 

dans lesquels nous supposerons &c. , positifs, en chan- 

geant le signe des termes où ^ a un coefficient négatif Ces termes 
sont les erreurs des arcs mesurés , prises positivement ou négati- 
vement. Cela posé , 

Il est clair qu’en faisant y infini, chaque terme de cette suite, 
devient infini ; mais ils diminuent, à mesure que l’on diminue y, 
et finissent par devenir négatifs; d’abord, le premier, ensuite le 
second, et ainsi des autres. En diminuant toujours les termes 
une fois parvenus à être négatifs, continuent de l’être, et dimi- 
nuent sans cesse. Pour avoir la valeur dejK, qui rend la somme de 
ces termes pris tous positivement , un minimum ,* on ajoutera les 
quantités &c. , jusqu’à ce que leur somme commence à 

surpasser la somme entière de toutes ces quantités; ainsi, en nom- 
mant F çette somme , on déterminera r de manière que l’on ait 

On aura alors ^ = — , en sorte que l’erreur sera nulle , relative- 
ment au degré même qui correspond à celle des équations (O) 
dont le premier membre égalé à zéro, donne cette valeur de 
Pour le faire voir , supposons que l’on augmente j ^ de la quan- 

tite Jy, de manière que soit compris entre et — . 

Les rr— I premiers termes de la série (P) seroqt négatifs, comme 
dans le cas de y — — - ; mais en les prenant avec le signe + , 
leur somme diminuera de la quantité, 



rCO 

Le terme de cette suite, qui est nuj, lors(juey= —, devien- 
dra 
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dra positif et égal a la somme de ce terme et des su i vans 

qui sont tous positifs , augmentera de la quantité 

mais on a par la supposition , 

+ &C. î 

la somme entière des termes de la suite (P) pris tous positive- 
ment, sera donc augmentée, et comme elle est égale à la somme 
des erreurs &c., des arcs entiers mesurés, prises 

toutes avec le signe + , cette dernière somme sera augmentée par 

c(r) 

la supposition de Il est facile de s’assurer de la meme 

manière, qu’en augmentant^, en sorte qu’il soit compris entre 


W-^'i 

reurs 


et , ou entre et — - , &c. 5 la somme des cr- 

prises ave le signe + , sera plus grande que lorsque j = 


Diminuons présentement y de la quantité , en sorte que 
Z^^S'y soit compris entre — et : la somme des termes 

négatifs de la série (P) augmentera en changeant leur signe, de la 
Qiimi lité 

fA^O-p/jC) +AW;.^k; 

et la somme des termes positifs de la même série, diminuera de la 


quantité 




et puisque l’on a 

0 q. A(») q. ^(0 > A (^+0 q. 4. &c. ; 

il est clair que la somme entière des erreurs prises avec le signe 
sera augmentée. On verra de la même manière , qu’en diuii- 

nuant j , en sorte qu’il soit entre et , ou entre 

et , &c. ; la somme des erreurs prises avec le signe +, est 

cto 

plus grande que lorsque ^ ; cette valeur de y est donc celle 

qui rend cette somme un minimum. 

La valeur dej^, donne celle de ^ , au moyen de l’équation 

L’analyse précédente étant fondée sur la variation des degrés de 


jVlécAN. c>x. Tome II. 
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J’cqiiateur aux pôles, proporlionnclle au quarré du sinus de la 
latitude, et cette loi de variation ayant également lieu pour la 
pesanteur ; il est clair qu’elle s’applique aux observations sur la 
longueur du pendule à secondes. 

4 1 • Appliquons-la d’abord aux degrés déjà mesurés, des mé- 
ridiens terrestres. Parmi ces degrés, je considérerai les sept sui- 
vans, que j’évaluerai en parties de la règle à laquelle on a rapporté 
l’arc mesuré depuis Dunkerque jusqu’à Barcclonne , pour déter- 
ïiiiner l’unité fondamentale des poids et mesures. Je désignerai par 
la lettre R, cette règle qui est le double de la toise dont Bouguer 
s’est servi au Pérou. J’exposerai ensuite la manière dont on a fixé 
le rapport de cette règle au mètre. 

Le premier de ces degrés est celui du Pérou , à zéro de latitude. 
Sa longueur, suivant Bouguer, est de 25538^,85 5 l’arc total me- 
suré d’oii ce degré a été conclu, est de 5", 4655. 

Le second est celui du Cap de Bonne-Espérance, mesuré par 
la Caille, et dont le milieu répond à la latitude de 57‘’,oo93. Sa 
longueur est de a5666^,655 l’arc total mesuré d’où ce degré a été 
conclu, est de i",5572. 

Le troisième est celui de Pensylvanie, mesuré par Mason et 
Dixon. Son milieu répond à la latitude de 43°, 55505 sa longueur 
est de 25599'*, 60 5 l’arc total mesuré est de 1°, 6435. 

Le quatrième est celui d’Italie , mesuré par Bosco vieil cl le Maire. 
Son milieu répond à la latitude de 47°, 7963 5 sa longueur est de 
25640'^, 55 5 l’arc total mesuré est de 2'’,4o34. 

Le cinquième degré est celui de France, mesuré nouvellement 
par Delainbre et Mccliain. Son milieu répond à la latitude de 
5i°, 5327 5 sa longueur est de 25658^, 29 5 l’arc total mesuré est de 
10°, 7487. 

Le sixième est celui d’Antriclie , mesuré par Liesganig. Son 
milieu répond à la latitude de 65°, 0926 5 sa longueur est de 25683'*, 605 
l’arc total mesuré est de 5°,2734. 

Le scplicme est celui de Laponie, mesuré par Clairaut, Mauper- 
luis , le Monnier , &c. Son milieu répond à la latitude de 73°, 7037 : 
en prenant une moyenne entre les diverses suites de triangles , 
c't en ayant égard à la réfraction , dans l’évaluation de l’arc céleste 
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je fixe sa longueur à 25832'^, aô ; l’arc total mesuré est de i*,o644. 

Voici le tableau de ces degrés disposés suivant l’ordre des lati- 
tudes. 


Latitudes. 

Longueurs des degrés* 

0®, 0000 .... 


57,5093 — 


43 , 6556 .... 


47 , 7(,65 .... 


5i , 3327 , . . . , 


55 , 0926 • . . • . 


75 , 7067 



Les équations (^) du n®. 59 , deviennent donc ici , 

25538^, 85 — Z — ^,0,00000 = 

25666 ,65 — Z — )/.o,3oi56 •*= 

25699 ^ 

2564 o ,55 — Z — 0,4654 1 = (-^ ) 

26658 ,28 — Z — 0,52093 = 

25683 ,3o — Z — j^.o,5485o = 

25832 ,a5 — Z — ^.0,85887 = 

Les deux suites (C) du même n®. deviennent, 
a;Ç') , , ^(0 

00 , 423,796, 3 o 8,202, 00 

elles deux suites (JD) deviennent 

— 00 , 162,080 , 485,087 , 547,176, 00 

Il est facile d’en conclure, par le n®. cité, j^ = 5o8^, 202 , ce qui 
donne ~ pour l’ellipticité de la terre : on a ensuite 
= x^^^=: — = 48-^*, 60. 

Ainsi , de quelque manière que l’on combine les sept degrés pré- 
cédens, quelque rapport que l’on choisisse, pour celui des axes de 
la terre, il est impossible d’éviter dans l’ellipse, une erreur de 
48^, 60, dans les mesures de quelques-uns des degrés précédens ; 
et comme celte erreur étant la limite de celles qui peuvent être 
admises, est, par cela même, infiniment peu probable, il faïulroit, 
dans la supposition d’une figure elliptique , admettre des erreurs 

S 2 
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encore plus grandes que 48^,60. Or en examinant avec attention , 
les mesures de ces degrés , il pareil diflicilc de supposer à-la-l’ois, 
que dans cliacim des degrés de Pcnsylvanie, du Cap de Bonne- 
Espérance cl de Laponie, sur lesquels tombent les trois plus grandes 
erreurs, il s’est glisse une erreur de 48 ^, bo; il semble donc résulter 
des mesures précédentes , que la variation des degrés des méri- 
diens terrestres, s’écarte scnsiblcjricnt de la loi duquarré des sinus 
de la latitude, que donne l’iiypotlicsc des méridiens elliptiques. 

Déterminons cependant, l’ellipse la plus probable qui résulte 
de ces mesures. En multipliant les équations (^') respectivement 
par les nombres &c. , de degrés que renferment les 

arcs mesurés qui leur correspondent, et divisant leur somme 
par + + J la condition que la somme des erreurs 

, est nulle, donne 


0 = 2 5646^, 8o — Z — y . 0, 43 7 1 7 5 


les équations (O) du n°. précédent deviennent ainsi , 

— 107 96 4" J' • 0,437 1 7 = ‘ ^ 

19 , 85 -hj»o,i 556 i =a;^*^ 

— 47 ,20+^.0,05771 = 

— 6 ,26 — 0,028 24 = (O') 

11 , 48 — 0,08376 = 

56 , 5 o — ^^.o,iii 55 = 
i 85 , 45 — 0,40170 = 


De-là il est facile de conclure que la suite des quantités h^'\ 

&c. , disposées suivant l’ordre de grandeur des quotiens — , 

bC») O ^ 

— , &c. , est 

qW ’ ’ 


0,061985 0,427575 0,36440 5 i,5i4o 55 o,goo3i5 o,i84o55 0,06787. 

Les équations ( O') leur correspondent dans l’ordre 3 , 7 , 6, 1 , 5 , 
2, 4 : la somme des trois premières quantités est plus petite que la 
demi- somme de toutes ces quantités , et la somme des quatre pre- 
mières la surpasse 5 on a donc x^')=o, ce qui donne y — 246,955 
et par conséquent, z = 25558^,865 sorte que l’expression du 
degré du méridien, est 25658^,85 + 246", 95, sin/ô, 0 étant la 



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE lit. i 4 i 
latitude; d’où résulte pour l’applatissenient de la terre. Cette 
expression donne 86^,126 pour Terreur du degré de Laponie^ 
erreur beaucoup trop grande, pour être admise ; ce qui confirme 
ce que nous avons dit, savoir que la terre s’écarte seiisiblctucnt de 
la ligure elliptique. 

Les opérations faites nouvellement par Dclambrc et Mcchain, 
pour la mesure de Tare du méridien terrestre compris entre Dun- 
kerque et Barcclonne , ne laissent, vu leur grande précision, 
aucun doute à cet égard. Voici les principaux résultats do ces 
opérations. 

Latitudes, Distances au parallèle de 

Monljoui, des parallèles de 

Montjoui 45", 968281 .... 

Carcassonne.... 48,016790 .... Carcassonne. 62749^^,48 

Evaux 61,3094.14 .... Evaux . . . . 137174,03 

Panlliéon à Paris . 54 , 274614 .... Pantliéon . . 2 i35i 9 , 77 

Dunkerque 66,706944 .... Dunkerque. 276792,36 

Maintenant, soient et ces distances; 

gC3)^ g(4)^ les latitudes; et y ^ ^ les erreurs 

dont ces latitudes sont susceptibles, et que Ton peut attribuer, 
soit aux observations mêmes de la hauteur du pôle , soit aux me- 
sures géodesiques dont les erreurs inlluent sur les latitudes des 
parallèles supposés distans de celui de Montjoui , des intervalles 
y al^'^y &c. L’arc terrestre compris entre Téquateur et le parallèle 
de Monljoui , est à très-peu près , par ce qui précède , 
s* — -J p.sin. 2 

s étant la grandeur du degré moyen , et p étant Tapplatissement de 
la terre réduit en degrés. L’arc compris entre Téquateur et le 
parallèle de Carcassonne sera 

s. } p.sin. 2 0^“^}, 

Tare compris entre les deux parallèles de Carcassonne et de Mont- 
joui, sera donc, 

s. {0^®^ — — |p.é'sin.2 0^“^ — sin.20^‘^^}. 

En l’égalant à , on aura 

s 
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Les parallèles des autres lieux , comparés à celui de Moiitjoui , 
donnent trois équations semblables. En substituant ensuite, les 
nombres correspondans, on aura les quatre équations suivantes : 

2 °,o 585 o 9 -t-a:^*^ — — p. 0,0046829 = — — — ' — ; | 

6 ^, 561153 + x ^^'^ — — P . o,oo 54 o 36 = ^ , f 

8”, 3 i 6533 +*W— a(')+ p.o, 0007163 ^ ^ 

10", 748663 + a^^^ — a;^'^+ p. 0,01 0649 1 = J 

Si l’on applique à ces équations , la première méthode que nous 
avons donnée au commencement du n°. 39 j on trouve que dans 
l’hypothèse elliptique qui donne un minimum , pour la plus grande 
erreur , 011 a = — x^^^ = — 43 ; = 5 ", 99 ; 

l’applalissement p = — g’ parallèle 

moyen égal à 26649^,8. Les observations ont été faites avec tant 
de précision , qu’elles ne sont pas susceptibles des erreurs précé- 
dentes , quoique fort petites; il paroît donc que l’on doit les attri- 
buer , au moins en partie, à des causes qui écartent la ligure de la 
terre de celle d’un ellipsoïde. Mais ce qui le prouve incontestable- 
ment , c’est l’applatissenient — ^ — que l’ensemble de ces erreurs 

donne à la terre, applatisseinent qui ne peut subsister, ni avec les 
phénomènes de la pesanteur , ni avec ceux de la précession et de la 
nutation ; car ces phénomènes ne permettent pas de supposer à la 
terre , un applatisscment plus grand que dans le cas de l’homo- 
généité , ou au-dessus de 

Si dans les équations (B), on fait p = ^ ou en degrés , 
f = O®, 2 7 6^91 ; et si l’on suppose , 

100000 


elles donnent les suivantes, 

0°, 000000 — Z — y, O*, 000000 = ■— ; 

a%o 5724 o — Z — y. 6®, 274948 = — ; 
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5 °, 349637 — JS — y. 1 3 ", 717403 = — ,* 

8 °, 3 i 653 i — Z — J. ai*", 551977 = — ,• 

io°, 75 i 583 — Z — y. 27", 679236 = — y 
Ces équations rentrent dans les équations (^) du n'’. 69 , avec la 
seule difFérence du signe des erreurs &c. En y appliquant 

la seconde méthode exposée dans ce n°. 5 les deux suites (C) du 
même n°. , deviennent 

00; 0",390002 ; 0°, 389981; 0^,089699; — 30 ; 

et les deux suites (ZJ) deviennent 

— X ; 0^,389843 ; X ; 

d'où l’on tire , 

— ^(') == — ■ = — 9^98 ; 

J/ ==0,389843 , 

et le degré sur le parallèle de 5 o®, égal à 2666 1^, 53 . 

Une erreur de 9^98 , est beaucoup trop grande, pour être ad- 
mise ; ainsi l’applatissement , età plus forte raison, des appla- 
tissemens moindres , ne peuvent pas se concilier avec les mesures 
précédentes; il est donc bien prouvé que la terre s’éloigne très- 
sensiblement d’une figure elliptique. Mais il est très-remarquable, 
que les mesures faites nouvellement en France et en Angleterre , 
avec une grande précision , dans le sens des méridiens , et dans 
le sens perpendiculaire aux méridiens, se réunissent à indiquer un 
ellipsoïde osculateur dont l’ellipticité est — , et le degré moyen 
est égal à 26649^,8. 

Pour représenter avec ces données, les mesures des degrés entre 
Dunkerque et le Panthéon , le Panthéon et Evaux , Évaux et Car* 
cassonne, enfin Carcassonne etMonljoui; il ne faut qu’altérer 
d’environ 4", 4 les latitudes observées. Le degré perpcndiculaii e au 
méridien , à la latitude de 66®, 5 i 44 , devient 26857^,6 , et par des 
opérations très-exactes faites en Angleterre, on l’atrouvéde 25833 ^, 4 . 
11 paroi t donc par cet accord, que rapplatissernent considérable de 
rellipsoïde osculateur en France, ne dépend point des attractions 
des Pyrénées, et des autres montagnes situées au midi de la Franc<,' ; 
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il tient à des attractions beaucoup plus étendues, dont l’effet est 
sensible au nord de la France , et meme en iVnglelcrre , comme en 
Autriclic et en Italie ; car tous les degrés mesures dans cette partie 
de la surface de la terre , sont à 8* ou 9^ près , représentés par 
rellipsoïdc oscillateur dont on vient de parler. 

11 paroît encore , par les diverses observations azimulliales faites 
sur l’aic du méridien terrestre , depuis Dunkerque jusqu’à Mont- 
joui , que l’ellipsoïde osculateur n’est pas exactement un solide de 
révolution. En appliquant à ces observations, les formules du 
Ji". 38 , et les métliodcs précédentes ; 011 pourra déterminer l’ellip- 
soïde oscillateur qui satisfait à-la-fois aux observations des azi- 
mutîiscldes latitudes. Nous nous bornerons ici, à remarquer que 
la mesure d’une perpendiculaire à la méridienne de l’Observa- 
toire , faite dans la plus grande largeur de la France , par les moyens 
que l’on vient d’employer dans la mesure de la méridienne , en 
observant sur plusieurs points les azimuths et les latitudes, four- 
ni roi t sur l’exccntricitc de cet ellipsoïde dans le sens des paral- 
lèles, des données beaucoup plus certaines , et qu’il est par con- 
séquent à désirer , que l’on ajoute cette nouvelle mesure à la 
précédente. Les observations azimulliales que l’on a déjà faites, 
prouvent que les méridiens ne sont point semblables , et si l’on 
compare le degré du Cap de Bonne-Espérance , aux degrés me- 
surés dans l’hémisphère boréal de la terre , il y a lieu de croire 
que les deux hémisphères boréal et austral sont différens entre eux. 
La figure de la terre est donc très-composée , comme il est naturel 
de le penser, lorsque l’on fait attention aux grandes inégalités de sa 
surface , à la diflé rente densité des parties qui la recouvrent, et 
aux irrégularités du contour et de la profondeur des mers. 

Pour conclure la grandeur du quart du méridien terrestre, de 
l’arc compris entre Dunkerque et Montjoui , il faut adopter une 
hypothèse sur la figure de la terre , et au milieu des irrégularités 
que cette figure présente , l’hypothèse la plus naturelle et la plus 
simple , est celle d’un ellipsoïde de révolution. En partant de cette 
hypothèse , le quart du méridien seroit à très-peu près égal à cent 
fois l’arc mesuré entre Dunkerque etMontjoui, divisé parle nombre 
de ses degrés , si son milieu correspondoit à de latitude ; mais 

il 
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il est un peu plus au nord : il en résulte dans la longueur du 
quart du méridien, une petite correction qui dépend de Vap- 
platissemcnt de la terre. On a choisi l’ellipticité que donne la 
comparaison de l’arc mesuré en France, avec l’arc mesuré à 
l’équateur, et qui par sa position et son éloignement, par son éten- 
due, et par les soins que plusieurs excellens observateurs ont 
apportés à sa mesure, doit être préféré pour cet objet. L’ellipticité 
que cette comparaison donne, est ^ ; le quart du méridien conclu 
de l’arc mesuré entre Dunkerque et Montjoui, est ainsi égal à 
2565370^. Le mètre étant la dixmillionicnie partie de celte lon- 
gueur, est par conséquent, 0^,266537, ou o'‘’'*% 5 i 3 o 74 ; la toise 
étant celle qui a servi à la mesure de la terre au Pérou , rapportée 
à la température de seize degrés et un quart du thermomètre à 
mercure divisé en cent degrés , depuis la température de la glace 
fondante , jnsqu’à celle de Teau bouillante sous une pression équi- 
valente à celle d’une colonne de mercure, de soixante et seize cen- 
timètres de hauteur. Au moyen de celle valeur , il sera facile de 
traduire en mètres, toutes les mesures précédentes, et généralement 
celles qui sont exprimées en toises. 

Quelle que soit la figure de la terre 5 on voit par les obser* 
rations , que dans chaque hémisphère , les degrés vont en dimi- 
nuant des pôles à l’équateur , ce qui exige une augmentation cor- 
respondante dans les rayons terrestres , et par conséquent , un 
applatissement dans le sens des pôles. Pour le faire voir, con- 
cevons pour plus de simplicité , que la terre soit un sphéroïde 
de révolution : le rayon osculateur du méridien , au pôle , sera 
dirigé suivant l’axe de révolution 5 ensuite , il diminuei'a sans 
cesse, jusqu’à ce qu’il devienne perpendiculaire à l’axe, et alors 
il sera dans le plan de l’équateur. Ces divers rayons forment 
par leur intersection commune , la développée du méridien ter- 
restre dont les deux tangentes extrêmes sont , la première , 
dans l’axe du pôle , et la seconde , dans l’axe de l’équateu]-. 
Nommons a et a! ces deux tangentes prises depuis l’intersection 
de l’axe du pôle , avec le diamètre de l’équateur , intersection que 
nous prendrons pour le centre de la terre. Nommons encore R 
et iî' les rayons oscillateurs dir méridien , au pôle boréal et à 
MécAN. ciùu Tome llp T 
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réfjuatcur , et r et r , les rayons menés du centre de la terre à 
ces deux points. Nous aurons évidemment r~R — a; r —B! a! ^ 
d’où l’on tire , 

r — r + — (R — R'). 

La développée est convexe vers l’axe du pôle , puisque les rayons 
oscillateurs et les degrés du méridien vont en diminuant des pôles 
iiFéqualcur; de plus, l’arc entier de la développée est moindre 
que la somme de scs deux tangentes extrêmes ; or R — R! est 
égal à cct arc; r — rest donc une quantité positive. Si l’on nomme r' 
le rayon mené du centre de la terre , au pôle austral ; on verra de 
la même manière , que r — r' est positif; 2 r' est donc plus grand 
que r + r',- c’est-à-dire que le diamètre de l’équateur est plus grand 
que l’axe des pôles ; ou , ce qui revient au même , la terre est 
applalie dans le sens des pôles. 

Si l’on considère un arc inliniment petit du méridien , comme 
un arc de cercle, et si l’on conçoit tracée la circonférence dont 
cet arc fait partie; l’extrémité de l’arc, la plus voisine du pôle, 
sera plus près que l’autre extrémité , du point de la circonférence 
le j)lus voisin du centre de la terre ; d’où il est facile de conclure 
que Je rayon terrestre mené à la première extrémité , est moindre 
que le rayon mené à la seconde extrémité ; c’est-à-dirc , que les 
rayons terrestres vont en augmentant des pôles à l’équateur. 

a-\-a est moindre que ü(R — R! ) ; ainsi / — r est plus petit que 
R — R' ^ la différence des rayons terrestres du pôle et de l’cqua- 
leur , est donc moindre que la différence des rayons oscillateurs 
correspondans ; en sorte que les degrés des méridiens croissent de 
l’équateur aux pôles, dans un plus grand rapport que celui sui- 
vant lequel les rayons terrestres diminuent. Il est facile d’étendre 
les mêmes raisonnemens au cas où la terre ne seroit point un solide 
de révolution. 

42. Considérons présentement les longueurs observées du pen- 
dule à secondes. Parmi ces longueurs , je choisirai les quinze sui- 
vantes ; les deux premières ont été déterminées par Bouguer , l’une 
à l’équateur au Pérou , l’autre à Portobello ; la troisième a été 
déterminée par le Gentil à Pondichéry ; la quatrième a été con- 
clue de celle de Londres , par la comparaison des oscillations d’un 
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pendule invariable transporté de Londres à la Jamaïque par Caru- 
pell ; la cinquième a été déterminée par Bougucr , au petit Ooave j 
la sixième , par la Caille au Cap de Bonne-Espérance ; la septième, 
par Darquier h Toulouse; la huitième, par Liesganig à Yieiiiie 
en Autriche; la neuvième, à Paris, par Bouguer; la dixième, 
à Gotha , par Zach ; la onzième a été conclue de celle de Paris , par 
la difFcrence des oscillations d’un pendule invariable transporté de 
Londres à Pans; la douzième et la quatorzième ont été conclues de 
la même manière de celle de Paris , par les observations de Mallet, 
à Pétersbourg et à Ponoi; la treizième a été semblablement con- 
clue de celle de Paris, par Grischow , à Arensgberg; enfin, la 
quinzième a été déterminée suivant le même procédé , par les Aca- 
démiciens français qui ont mesuré le degré du méridien en Laponie. 

Les neuf mesures absolues ont l’avantage d’avoir été faites sui- 
vant la même méthode qui consiste à observer les oscillations d’nn 
poids suspendu à l’extrémité inférieure d’un fil de pi te très-mince, 
d’un mètre environ de longueur , et saisi par une pince , à sou 
extrémité supérieure. Toutes ces mesures peuvent être considé- 
rées comme ayant été prises au niveau des mers. Je les ai réduites 
au vide et à la même température; ainsi, dans le cas même où elles 
laisseroient quelque incertitude sur la longueur absolue du pen- 
dule à secondes, l’uniformité de la méthode doit donner avec 
précision , la loi des variations de cette longueur, l’un des princi- 
paux objets à connoître. Les huit autres mesures ont été conclues 
par la comparaison d’un pendule invariable observé à Paris , et 
transporté dans les lieux correspondans à ces mesures. 

C’est à la longueur du pendule observée à Paris par Bouguer, et 
prise pour unité , que j’ai rapporté les autres qui expriment encore 
les rapports des poids d’un même corps transporté successive- 
ment dans ces divers lieux , à son poids à Paris , pris pour unité de 


poids. 

Latitudes, Longueurs du pendule à secondes, 

o®,oo • • , 0,99669 

10,61 0,99689 

'5,35 0,99710 

30 ,00 0,997^5 

T 2 
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Latitudes. Longueurs du pendule à secondes. 

20 , 5 o 0,99728 

37.69 0.99*77 

48 ,44 0,99960 

55 ”, 57 0,99987 

54 ,26 1,00000 

56,63 1,00006 

67 .22 1,00018 

64 ,72 1,00074 

66,60 1,00101 

74.22 1,00137 

74 ,53 i,ooi 48 


Les équations (^) du n®. 09, deviennent donc ici, 

0,99669 — Z— y . 0,00000 = ) 

0,996^9 — Z— J. 0,02762 = 

0,997 10 —Z— J/'. 0,04270 = 

0,99745 —Z— J. 0,09549 = 

0,99728— Z— 0,10016 = 

0 ^ 999^7 — /.o, 55596 =a;(*^ {J'') 

1 ,00000 — Z — ^ . 0,6667 2 = 

1 ,00006 — Z — y, 0,67624 = 

1,00018 — Z — J. 0, 61244 
1,00074— Z— jr. 0,72607 = 

1,00101 — Z— j.o, 74 go 9 — 

1,00137 — ^ — /. 0,84478 
1 ,00 1 48 — Z — / . 0,848 29 = 

Les deux suites ( C) du même n“. , deviennent 

;j;C 3 ) j( 4 ) ^(t) ^(> 3 ) ^(,5) 

00 +0,0096019 +o,oo 663 o 4 +o,oo 6 ii 3 i +o,oo 5 u 8 i +0,0047379,... —x , 
et les deux suites (D) deviennent 

^00 ^(. 5 ) 

+0,0055399 +o,o 3 i 3 ? 9 o. ... + «c . 


— X 
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Il est facile tren conclure par le n®. cité , que y ~ OjOoôSSgq. On 
trouve ensuite , 

a:(®) = — =: — 0,00018 ; 

2=0,99687. 

Ainsi , de quelque manière que l’on combine les quinze mesures 
précédentes ; on ne peut éviter une erreur moindre que o,oooi8 , 
dans l’hypothèse où les variations de la pesanteur croissent de 
l’équateur aux pôles, proportionnellement au qiiarré du sinus do 
la latitude. Cette erreur est dans les limites de celles dont ces me- 
sures sont susceptibles , et Ton voit qu’elle est beaucoup moindre 
que l’erreur correspondante des mesures des degrés des méridiens; 
ce qui confirme ce que la théorie nous a indiqué dans le n®. 33 , 
savoir que les termes de l’expression du rayon terrestre, qui écar- 
tent la figure de la terre , de l’hypothèse elliptique , sont beaucoup 
moins sensibles dans la longueur du pendule à secondes, que dans 
la grandeur des degrés des méridiens. 

On a vu dans le n°. 34 , qu’en partant de l’hypothèse elliptique , 
l’ellipticité de la terre est égale k cinq demi du rapport de la force 
centrifuge à la pesanteur, moins la valeur de^ ce l’apport est ^ ; 
l’ellipticité est donc égale à o,oo865 — y : en substituant pour / , sa 

valeur précédente , on a pour l’ellipticité de la terre , qui 

rend un minimum, la plus grande erreur des mesures précédentes. 
Déterminons par la méthode du n®. 4o , l’ellipse la plus vraisem- 
blable qui résulte de ces mesures. Si l’on ajoute les équations 
et que l’on divise leur somme par quinze , on aura 
O =0,99923 — 2— ^.0,45539; 

c’est l’équation de condition, nécessaire pour que la somme des 
erreurs soit nulle. Les équations (O) du n®. 4o , deviendront 
ainsi , 

— 0,00254 4- J'» 0,45529 = A7O) 

— 0,00234 + y * 0,40777 = 

— 0,002 15+^. 0,392 59 = 

— 0,00178 -f ^.0,33980 = 

— 0,00195 -h J' *0,3351 3 = 
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— o,ooo 46 -f J. 0,1 3587 = 

0,00037 — jk . o , o 4 o 22 = 

0,00064 y * 0, 1 2067 = 07 ^**^ ( O '^ ) 

0,00077 — 'j/^.o,i 5 i 43 = 
o,ooo 83 — j/',o,i 4 og 5 = 07^'“^ 

0,00095 0,1771 5 = A7^"J 

0,001 5 i — 0,28778 == 

0,00178 — ^.o, 5 i 38 o = 

0,0021 4 — ^.0,40949 = ^7^'^^^ 

0,00226 — jk*o> 4 i 3 oo = 

De~là il est facile de conclure , que la suite des quantités 
&c. , du n®. 4 o , est 

0,0067131; o,oo 58886 ; o,oo 58586 ; o,oo 58552 ; o,oo 58 i 86 ; 

0,0067385; 0,0066724; 0,0064479; o , oo 54255; 0,0053627; 

o,oo 63 o 37 ; 0,0062471; o,oo62384; 0,0062260; 0,0067 136. 

Les équations (O") leur correspondent dans l’ordre 7, 10, 9,1,6, 
2 , i 3 , i 5 , 3 ‘, 11 , 8 , î 2 , 4 , i 4 , 6 ; la somme des six premières est 
plus petite que la demi-somme de toutes ces quantités , et la sommo 
des sept premières surpasse cette demi-somme; la septième quantité 
répond à la treizième des équations 011 a donc par le n®. 4o , 

A7^ ' )= O , et par conséquent , 

y = 0,0066724 ; Z = 0,99676 ; 


ce qui donne 


335,78 


pour rellipticité de la terre. Cela s’accorde 


d’une manière remarquable , avec l’ellipticité conclue des mesures 
de France et de l’équateur. Il paroît donc par les observations du 
pendule, que la terre est beaucoup moins applalie que dans le cas de 


l’homogénéité, et que le rapport de ses axes ne peut pas être sup- 
posé plus grand que celui de 620 à 32 i , qui donne les plus petites 
erreurs dans les longueurs précédentes. L’ellipse la plus vraisem- 
blable qui résulte de ces observations , est celle dont les axes sont 


dans le rapport de 335 à 336 : l’expression de la longueur du pen- 
dule , est alors , par ce qui précède , 


®>99^7^+o>oo56724.sin.*-|; (e) 

4 étant la latitude. 
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Il ne s’agit plus que de multiplier celte expression , par la lon- 
gueur absolue du pendule à l’équateur, pour avoir sa longueur 
absolue dans un lieu quelconque dont la latitude est 4 * Bouguer a 
trouvé cette longueur absolue à l’équateur, égale à o”', 75^61 5; 
niais il y a lieu de penser que sa méthode donne au pendule , une 
trop grande longueut^ parce qu’à raison de l’épaisseur du iil, et 
de la petite résistance qu’il oppose à sa flexion , le centre des oscil- 
lations doit être un peu au-dessous du point de suspension. Borda 
qui a déterminé par un moyen très-précis, la longueur du pen- 
dule à secondes à l’Observatoire de Paris , l’a trouvée égale à 
O™®, 741887. En la divisant par 0,99676+ 0,0056724. sin.* 4 , 4 étant 
ici la latitude de l’Observatoire, on a o"‘%74i9o5; c’est le facteur 
par lequel on doit multiplier la formule (é ) , qui donne ainsi la 
longueur absolue du pendule , dans un lieu quelconque , égale à 
O™®, 7 39602 + o*”'’,oo42o8 . sin.* 4 * 

Nous remarquerons ici que les mêmes anomalies que présentent 
les divers degrés mesurés depuis Dunkerque jusqu’à Barcelonne , et 
dont la cause est sans doute l’irrégularité des parties de la terre , se 
retrouvent dans les longueurs observées du pendule; car Gri- 
scliow a observé à Pétersbourg et à Arensgberg , sous des latitudes 
très- peu différentes entre elles , des variations dans ces longueurs , 
sensiblement plus grandes que celles qui résultent de la loi pré- 
cédente de la variation du pendule de l’équateur aux pôles. 

Ces anomalies de la variation de la pesanteur , disparoissent à 
Irés-peu près , à de grandes distances, pour ne laisser appercevoir 
que la loi de variation, proportionnelle au quarré du sinus de la 
latitude. On a vu dans le n®. 55 , que l’expression du rayon ter- 
restre étant , 

i + ot. &C.} ; 

l’expression de la longueur du pendule à secondes , est 

E + « 1 ^ 4 2 . 3 . &c. } + ^ f/*— y; 

ainsi , les observations de la longueur du pendule , donnant cette 
longueur , à très-peu près proportionnelle à est à très-peu 

près égal à — La terre tournant autour d’un de ses 
axes principaux , doit être , par le n®. 32 , de la forme 



i5a MÉCANIQUE CELESTE, 

• — Æ.fr* — — iw'^.cos. a-»; les observations sur le pen- 
dule, nous montrent donc que A"' est très-petit relativement à h ; 
elles nous apprennent encore, que &c., sont très-petits 

par rapport à et qu’airisi , on peut les négliger dans l’expres- 
sion du rayon terrestre , et même dans celles de la pesanteur et de 
la parallaxe ; mais , en même temps , les diverses mesures des 
degrés des méridiens , indiquent que ces termes deviennent sensii- 
blés dans l’expression de ces degrés , à raison de la grandeur des 
coefFiciens qui les multiplient dans celte expression. 

43. Considérons présentement , Jupiter dont l’applatissement 
très-sensible a été déterminé avec exactitude. Si l’on suppose 
d’abord cette planète homogène, on déterminera son ellipticité, 
par l’équation (a) du n®. i 8 , 


ang.tang.^,• 

étant le rapport de l’axe de l’équateur à celui du pôle. 
Pour conclure a de cette équation , il faut déterminer q ,* or en 
nommant D la distance du quatrième satellite de Jupiter à son 
centre , et T la durée de sa rotation exprimée en parties du jour ; 
la force centrifuge de ce satellite sera égale à la masse M de Jupiter, 
divisée par Mais cette force centrifuge est à la force cenlri- 
fuge g, due à la rotation de Jupiter, et considérée à la distance i 

de l’axe de rotation , comme — est à , t étant la durée de la 

rotation de Jupiter, exprimée e^i fraction de jourj on a donc 

M. T* 

f.æ ' 

On a par le n®. 19 , ; partant, 

-“?• 

Nous supposerons avec Newton, d’après les mesures de Pound, 
la distance du quatrième satellite, égale à :i6,65 demi-diamètres 


de l’équateur de la planète, ce qui 


a ensuite, 


donne 


,413-7/7 - 16»', 68902 J 


on 
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on aura donc 

r 

^ = o,o86i45o. ('i + A* j"" * , 
et réquation en a devient , 

. 0, 173200. A* . . 

0 = 9^+ — y~= (^9+3^*;.at^g.tallg.A.,• 

V'i+A* 

d’où l’on tirex=o,48i, et par conséquent, Taxe du pôle étant pris 
pour l’unité , l’axe de l’équateur est 1,10967. 

Suivant les observations de Pound, rapportées par Newton, 
l’axe de l’équateur de Jupiter est 1,0771 : Short a trouvé par ses 
observations , cet axe égal à 1,0769 : enfin, par les mouvemens des 
nœuds et des périjoves des satellites de Jupiter , on trouve 1,0747 
pour ce même axe qui , comme on le verra dans la théorie des satel- 
lites de Jupiter, est déterminé par ce moyen, avec beaucoup plus 
de précision , que par les mesures directes. Ces divers résultats 
concourent à faire voir que Jupiter est moins applati que dans 
le cas de l’homogénéité , et qu’ainsi sa densité croît comme celle do 
la terre, de la surface au centre. 

On a vu dans le n®. 5o , que si les planètes ont été primitive- 
ment fluides , comme il est naturel de le supposer ; les limites do 
leur ellipticité, sont jup et en sorte que l’axe du pôle étant 1, 
l’axe de l’équateur est compris entre et i4-7et^,la pre- 

mière de ces limites répondant au cas de l’homogénéité j et comme 
cette limite est, par ce qui précède, 1,10967 , on a - a? = o, 10967, 
ce qui donne 1,10967 et i,o4387 , pour les deux limites entre les- 
quelles l’axe de l’équateur doit être compris ; or les axes précé- 
dens , donnés , soit par les mesures directes , soit par le mouvement 
des nœuds des orbes des satellites de Jupiter , sont renfermés dans 
ces limites ; ainsi la théorie de la pesanteur est sur ce point, par- 
faitement d’accord avec les observations. 

Il suit encore du n®. 3o, que si Jupiter et la Terre étant supposés 
fluides , leurs densités respectives à des distances de leurs centres , 
proportionnelles à leurs diamètres, sont dans un rapport constant, 
la loi de leurs ellipticités sera la même ; et l’ellipticité étant l’excès 
de l’axe de l’équateur sur celui du pôle pris pour unité , le rapport 
des ellipticités de Jupiter et de la Terre, sera le même , quelle que 
Mécan. cifiL. Tome II. Y 
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soit la loi des densités. Or dans le cas de l’homogénéité, les elllp- 
ticités sont, par ce qui précède , et par le n®. 19, comme 0,10967 
est cà 0, 0045544 1 5 en supposant donc l’ellipticité de Jupiter égale 
à 0,0747 , telle que la donne le mouvement des nœuds de ses satel- 
lites , on aura ~ — pour l’ellipticité de la terre, correspondante 

h la meme loi de densité. Celte ellipticité seroit — — ,sil’onadop- 

020,17 

toit l’ellipticité de Jupiter , qui résulte des mesures de Pound. Ces 
divers résultats sont d’accord avec ceux que nous ont donnés les 
observations du pendule 3 ainsi l’analogie de Jupiter avec la Terre, 
concourt avec ces observations , pour nous faire voir que l’appla- 
tissement du sphéroïde terrestre est au-dessous de 7^, et même au- 
dessous de J— : on verra dans le cinquième Livre, ce résultat con- 
firmé par les phénomènes de la précession des équinoxes et de la 
nutation de l’axe de la terre. 

Nous traiterons de la figure de la lune, dans le cinquième Livre, 
en considérant les mouvemens du sphéroïde lunaire, autour de 
son centre de gravité, les seuls phénomènes qui nous donnent 
quelques lumières sur cette figure trop peu diflerente de la sphère, 
pour qu’elle puisse être déter’minée par l’observation directe. 
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C II A ï* I T R E V I. 


De la figure de Vanneau de Saturne. 


44. L ^ANNEAU de Saturne est une couronne circulaire d’une 
très-mince épaisseur, dont le centre est le mcnie que celui de la 
planète , et dont la largeur paroît ctre environ le tiers du diamètre 
de Saturne , la distance du bord intérieur , à la surface de cette 
planète , étant à-peu-près égale à cette largeur La .‘surface de l’an- 
neau est divisée en deux parties presqu’égales , par une bande 
obscure qui lui est concentrique, et qui prouve que l’anneau est 
formé de deux anneaux concentriq^ues , et même d’un plus grand 
nombre, si l’on a’en rapporte aux observations de Short qui assure 
avoir apperçu avec un fort télescope , la surface de Fànneau 
extérieur , divisée par des bandes obscures qui lui sont concentri- 
ques. Nous supposerons , comme dans les recherches précédentes, 
qu’une couche inliniment mince de fluide, répandue sur la surface 
de ces anneaux, y seroit en équilibre , en vertu des forces dont elle 
seroit animée j il est , en effet , contre toute vraisemblance , de 
supposer que ces anneaux ne se soutiennent autour de Saturne , 
que par l’adhérence de leurs molécules j car alors leurs parties les 
plus voisines de la planète , sollicitées par l’action toujours renais- 
sante de la pesanteur, se seroient à la longue, détachées des anneaux 
qui par une dégradation insensible, auroient fini par sc détruire , 
ainsi que tous les ouvrages de la nature , qui n’ont point opposé 
des forces sulffsantes , à l’action des causes étrangères. C’est parles 
conditions de réquilibré de ce fluide, que nous allons déterminer 
la figure des anneaux. 

On x>eut concevoir chaque anneau , comme produit par la révo- 
lution d’une figure fei:mée , telle que l’ellipse , mue perpendiculai- 
rement à son plan, autour du centre de Saturne, placé sur le 

y a 
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prolongement de Taxe de cette figure. Nous supposerons cet axe 
très-petit par rapport à la distance de son centre, à celui de la 
planète. On a vu dans le n°. 1 1 du second Livre , que étant 

les trois coordonnées orthogonales d’un point attiré par un sphé- 
roïde , et ^ étant la somme des molécules du sphéroïde , divisées 
par leurs distances à ce point, on a 




(ddv\ 

\d^ ) 

\dy' ) 

’U»* / 


Si le sphéroïde étant de révolution , l’axe des z est l’axe même de 
révolution, et si l’on fait = V devient fonction de z 

et de r, puisque celte fonction doit rester la même , quand reiz 
«ont les mêmes j on a donc alors , 

/ddr\ y /dV\ . x* /ddV\ 
r’'\rfrj'*’r*’Vrfr* j’ 

/ddr\ *• (ddV\ 

\dÿ j-ifi'ydrr T'Xdt^ )’ 


l’cquation précédente deviendra ainsi, 


c’est l’équation relative au sphéroïde de révolution. 

Si l’on fait r = u+m , u étant la distance du centre de Saturne, 
au centre de la figure génératrice de l’anneau 5 on aura 


1 (dV\ Jddv\ Jddv\ 

^ a+u \du/ \rfu* / 


et si l’on suppose les coordonnées uq\z très-petites par rapport au 
rayon , on aura à fort peu près , 



c’est l’équation relative aux cylindres d’une longueur infinie de 
chaque cô té de l’origine des u et des z ; et l’on voit que ce cas est 
à fort peu près celui de l’anneaur, quand le point attiré est voisin 
de sa surface. 
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Cette équation donne en Fintégrant, 

^(u) ■\(u) étant dea fonctions arbitraires de w. On peut mettre 

cette expression de u , sous la forme suivante : 

+ \r^\) 

f(u) et F(u) étant des fonctions réelles de u. Si la figure géné- 
ratrice du cylindre est formée de deux parties égales et semblables 
de chaque côté de Taxe des u ; alors l’expression de F' reste la 
même , en y changeant le signe de z ; ainsi, l’on a dans ce cas , 

Pour déterminer la fonction u), il suffit de connoître la valeur 
de F", lorsque z = o, ou lorsque le point attiré est sur le prolonge- 
ment de l’axe des u ; et l’on verra bientôt , que la détermination 
de cette fonction , se réduit aux quadratures des courbes, 

La valeur de relative aux cylindres , ne doit être considérée 
que comme une approximation par rapport aux anneaux ; mais en 
la substituant dans l’équation (1) , il est facile d’en conclure des 
valeurs de successivement plus approchées. Si l’on fait dans 
cette équation , 


s w — z,\/^i = s'i 

elle deviendra 


Soit 







))• 


P" -.y'"+ &c. ; 
a a* 

on aura, en comparant les puissances semblables de -, les équa- 
tions suivantes : 
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\ds ds 


Ces équations clonucront , en les intégrant , les valeurs de 

&c. : pour en déteriiiiiier les fonctions arbitraires , nous sup- 
poserons pour plus de simplicité , que la figure génératrice de 
l’anneau, est égale et semblable de chaque côté de Taxe des u; 
ce qui réduit à une seule , les fonctions arbitraires de chacune des 
valeurs de &c. Pour les obtenir , il suffira de connoître 

CCS valeurs , lorsque le point attiré est placé sur le prolongement 
de l’axe des u. Considérons une ligne circulaire parallèle au plan 
qui passant par Taxe des u , est perpendiculaire à la figure généra- 
trice ; supposons que le centre de cette circonférence soit sur la 
droite qui passe par le centre de Saturne, perpendiculairement à 
ce plan. Nommons^ la hauteur de ce centre au-dessus de ce plan ; 
«H- AT, le rayon de cette circonférence, et -w l’angle que ce rayon 
forme avec le plan de la figure génératrice qui passe par le point 
attiré ; soit a+w, la distance de ce point, au centre de Saturne, 
Cela posé , la somme des molécules de la circonférence , divisées 
par leurs distances au point attiré , sera 


. cos. ^ 

l’intégrale étant prise depuis <^ = 0, jusqu’à 'a- égal à la circonfé- 
rence. Il faut ensuite multiplier celle intégrale ydr dy^ et l’inté- 
grer depuis y^ — ip(x), jusqu’à y^ip(x)iy*=:[f(x)]‘^ étant 
l’équation de la figure génératrice de l’anneau : il faut enfin, pour 
avoir la valeur de multiplier cette nouvelle intégrale par dx, 
et l’intégrer depuis 4;=— Z:, jusqu’à a;=?=/t', — ir et ik' étant les 
limites des valeurs dea;. Ces diverses intégrations sont inexécutables 
rigoureusement 5 on peut obtenir leurs développemens en séries, 

suivant les puissances de - , ce qui suffit dans la question pré- 
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sente; mais comme devient infini, dans la supposition de a 
infini , il faut au lieu de chercher déterminer > dont la 
valeur ifest jamais infinie. Il est visible que l’expression de 

donnera celle de et par conséquent , on aura les attractions 

de l’anneau, parallèles aux axes des et des z. 

Les dimensions de la figure génératrice des anneaux de Saturne, 
sont assez petites relativement à leurs diamètres , pour que l’on 
puisse négliger les termes divisés par a ; or si l’on substitue dans 
l’intégrale précédente, au lieu de cos. 'sr, sa valeur en série, 
1 — &:c. , et si l’on suppose a'v=i, elle devient, en négli- 
geant les termes divisés par a , 

fit 


h 


Sa différentielle prise par rapport à w , et divisée par du^ est 


-/i 


(u — xj.dt 




L’intégrale relative à-w, devant être prise depuis '3!r=o, jusqu’à 
<17 =; a tt , TT étant la demi-circoiiférence dont le rayon est l’unité , 
elle est évidemment la même que si on la prenoit depuis -w = — , 
jusqu’à 'sr = T,* ce qui, dans le cas de a infini, revient à prendre 
l’intégrale relative à depuis jusqu’à et alors, 

elle devient 


2.{U — x) 

et par conséquent , on a, lorsque le point attiré est sur l’axe des , 


'clF\ _ P ^(u^x).dy.dx 


^.fdx.mgAsmg. 



Si l’on suppose que la figure génératrice de l’anneau, est une 
ellipse ; en représentant sou équation par la suivante , 
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on trouvera 




La valeur de relative à un point quelconque attiré , est, 

par ce qui précède , 

f'(u) étant la différentielle de/^'w^, divisée par du; en égalant 
donc ces deux valeurs de — dans le cas de z = o , on aura 

celle de/'fwj* La valeur de — 


— t/— 1 •f»(u+z. v^O + 1 •/'• ( w— -B. ; 

— (l/u) — (^t) attractions de l’anneau, paral- 

lèles aux axes des u et des z , et dirigées vers le centre de la 
figure génératrice ; d’où il est facile de conclure , que dans le cas où 
cette figure est une ellipse , ces attractions sont , 


a-T.A 

i' 




et 


s-tx 

Â»-. 




Si Icpoint attiré estàlasurfacedu sphéroïde, oùl’ona 
elles deviennent , 


4’’’^ -U 


4^-^z 
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45* Supposons maintenant, que l’anneau soit une masse fluide 
homogène , et que sa figure génératrice soit une ellipse ; nom- 
mons a, la distance du centre de cette ellipse , à celui de Saturne , 
a étant supposé très-grand par rapport aux dimensions de l’ellipse. 
Concevons que l’anneau tourne dans son plan, autour de Saturne, 
et nommons g , la force centrifuge duc à ce mouvement de rota- 
tion , à la distance i de l’axe de rotation. Cette force, relativement 
à la molécule de l’anneau dont les coordonnées sont w et z , sera 
('a -f .gr; et en la multipliant par l’élément de sa direction , le pro- 
duit sera (a-\'u).gdu. L’attraction de Saturne, sur la mêmemolé- 
S 

cule , est ; , «S’étant la masse de Saturne; en la multipliant 

par l’élément de sa direction , qui est égal à — c?. K ('a + w/ -f « 2 * > on 
aura , en négligeant les quarrés de w et de 4; , 


S. du, üS.udu S.zdz 



Les attractions que la même molécule éprouve de la part de l’an- 
neau, multipliées parles élémens — du y et — dz de leurs direc- 
tions , donnent les produits 

^ 'TT. U du /L'tr .%dz 

————— y ©t — , '• 

A-l-l ' A-f-l 

Présentement, la condition générale de l’équilibre, est que la somme 
de tous ces produits soit nulle ; on a donc 




c’est l’équation différentielle de la figure génératrice de l’anneau ; 
mais nous avons supposé que cette figure est une ellipse dont 
l’équation est w* -f et dont l’équation différentielle est par 

conséquent, o — udu-{-h*zdz: en comparant cette équation diffé- 
rentielle , à la précédente , on aura les deux suivantes , 


S 




4'^^ S 

î±LÎL^— X. 

4^ 35 ’ 
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La première de ces équations , détermine le mouvement de rota- 
tion de l’anneau : la seconde détermine l’ellipticité de sa figure 

S 

génératrice. Si l’on fait e = — ; la seconde de ces équations 
donne 

c étant positif, on voit que a doit être plus grand que Tunité. 
J /axe de l’ellipse , dirigé vers Saturne, est égal à 2^ , et il mesure 
la largeur de l’anneau : l’axe qui lui est perpendiculaire, est égal 

2 fl 

à y , et il mesure l’épaisseur de l’anneau j cette épaisseur est donc 
moindre que la largeur. 

On voit ensuite , que e est nul , lorsque a = 1 , et lorsque a = 00 ; 
d’oi'i il suit qu’à une même valeur de e, répondent deux valeurs 
dillcrenlcs de a y mais on peut choisir la plus grande qui donne 
un anneau plus applali.La valeur de <? est susceptible d’un maximum 
qui répond à fort peu près à a= 2,694. Dans ce cas, e=o,o545o26 ; 
cette valeur est donc la plus gi'ande dont e soit susceptible. En dé- 
signant par -é?, le rayon du globe de Saturne, et par f , sa moyenne 
densité, celle de l’anneau étant prise pour unité j ou aura 

et par conséquent , 



Ainsi , la plus grande valeur que l’on puisse supposer à p , est 
0,1629078.^. 

La difficullé d’avoir le vrai rapport de a à R, vu la petitesse de ces 
grandeurs , et l’elfet de l’irradiation , ne permet pas d’évaluer exac- 
tement la limite de p : en supposant — = 2, relativement à l’anneau 

it 

le plus intérieur, ce qui s’éloigne peu de la vérité j on aura H 
environ , pour cette limite. 

L’irradiation doit considérablement augmenter la largeur appa- 



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE ITT. i65 
rente des anneaux dont la largeur réelle est conséquemment beau- 
coup moindre : peut-être même , celte irradiation confond en un 
seul, dans les meilleurs télescopes, plusieurs anneaux distincts, 
damême que les télescopes moins forts nous pi’ésentent l’ensemble 
des anneaux de Saturne , comme ne formant qu’un seul anneau j ou 
ne peut donc établir rien de certain , sur la figure des anneaux 
dont cette planète est environnée. Nous nous contenterons d’ob- 
server que la petitesse de leur largeur et de leur épaisseur, rela- 
tivement à leurs distances à son centre , rend plus exacte, l’appli- 
cation de la théorie précédente, à leur figure , et l’explication que 
nous venons de donner, de la manière dont ces anneaux peuvent 
se soutenir autour de Saturne , parles loix seules de l’équilibre des 
fluides. 

Il est facile de déterminer la durée de la rotation de chaque 
anneau , d’après la distance a, du centre de la section génératrice, 
au centre de Saturne j caria force centrifuge g*, due à son mou- 

5 

vcment de rotation , étant égale à — ; il est clair que ce mouve- 
ment est le même que celui d’un satellite placé à la distance a , du 
centre de Saturne^ d’où il suit que la période de ce mouveineut 
doit être d’environ o'®'‘',44 , relativement à l’anneau intérieur j cc 
qui est conforme à l’observation. 

46 . La théorie précédente subsisteroit encore, dans le cas où 
l’ellipse génératrice varieroit de grandeur et de position, clans 
toute l’étendue de la circonférence génératrice de ranneau qui 
peut ainsi être supposé d’une largeur inégale dans ses diverses 
parties J on peut même lui supposer une double courbure , pourvu 
que toutes ces variations de grandeur et de position, ne soient 
sensibles qu’à des distances d’un point quelconque donné sur sa 
surface, beaucoup plus grandes que le diamètre de la section géné- 
ratrice passant par ce point. Ces inégalités sont indiquées par les 
apparitions et les disparitions de l’anneau de Saturne , dans les- 
quelles les deux bras de l’anneau ont présenté des phénomènes 
différens. J’ajoute que ces inégalités sont nécessaires pour mainte- 
nir l’anneau en équilibre autour de Saturne j car s’il étoit parfiii- 
tement semblable dans toutes ses parties , son équilibre scroit 

X 
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troublé par la force la plus légère , telle que l’attraclion d’une 
comète ou d’un satellite , et l’anneau fmiroit par se précipiter sur 
la surface de Saturne. Pour le faire voir, imaginons que l’anneau 
soit une ligne circulaire dont r soit le rayon, et dont le centre 
soit à la distance z , du centre de Saturne , supposé dans le plan 
de l’anneau. 11 est clair que la résultante de l’attraction de Saturne, 
sur celte circonférence , sera dirigée suivant la droite z, qui joint 
les deux centres. Si l’on nomme l’angle que le rayon r forme 
avec le prolongement de 

d S.dtT 

J r* -f 2 rz . cos. ^ ^ 

sera l’attraction de Saturne, sur l’élément rd'w de l’anneau, dé- 
composée parallèlement à 2 ; l’intégrale étant prise depuis -jy— o, 
jusqu’à -ar égal à la circonférence, et la différentielle étant prise, 
par rapport à z. Nommons ^ cette attraction j le centre de l’an- 
neau sera donc niù , comme si toute sa masse étant réunie à ce 
point , il ctoit sollicité par la force ^ dirigée vers le centre de 
Saturne. 

En désignant par c, le nombre dont le logarithme hyperbolique 
est l’unité , on a 




Soit 


— — — = 

z — 1 \ r 

, + -.c ) 


r* 


4-&c.^ 


on aura 


i+;.c y 


^ ^ = l+rt.-. C '' +^.—.C '' +&C. 

v.y — i\i t r* 


Si l’on multiplie ces deux suites l’une par l’autre, et qu’après avoir 
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multiplié leur produit par l’intègre depuis «= 0 ', jusqu’à ir 

égal à la circonférence entière représentée par a ^ ; on aura 






rz.cos. 


a ^ f 2.* , n 


d’où l’on tire , 


I r- } 


Cette quantité est négative, quel que soit ainsi le centre de 
Saturne repousse celui de l’anneau , et quel que soit le mouvement 
relatif de ce second centre autour du premier , la courbe qu’il dé- 
crit par ce mouvement , est convexe vers Saturne} le centre de 
l’anneau doit donc finir par s’éloigner de plus en plus, de celui de 
la planète, jusqu’à ce que sa circonférence vienne en toucher la 
surface. 

Un anneau parfaitement semblable dans toutes ses parties, seroit 
composé d’une infinité de circonférences pareilles à celle que nous 
venons de considérer ; le centre de l’anneau seroit donc repoussé 
par celui de Saturne , pour peu que ces deux centres cessassent de 
coincider, et alors, l’anneau finiroit par se joindre à Saturne. 

Les divers anneaux qui entourent le globe de Saturne, sont 
par conséquent , des solides irréguliers d’une largeur inégale dans 
les dilférens points de leurs circonférences, en sorte que leurs 
centres de gravité ne coincident point avec leurs centres de figure. 
Ces centres de gravité peuvent être considérés comme autant de 
satellites qui se meuvent autour du centre de Saturne, à des dis- 
tances dépendantes de l’inégalité des parties de chaque anneau , 
avec des vitesses de rotation , égales à celles de leurs anneaux 
respectifs. 

Dans la recherche de leurs figures , nous avons fait abstraction 
de leur action mutuelle } ce qui suppose l’intervalle qui les sépare, 
assez grand , pour que cette action n’ait pas une influence sensible 
sur leur figure. Il seroit cependant facile d’y avoir égard, et l’on 
peut s’assurer aisément, que la figure génératrice de chaque anneau 
seroit encore elliptique , si les anneaux étoient fort applatis. Mais 
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]a stabilité de leur équilibre exigeant que leur ligure soit irrégu- 
lière , et ces anneaux doués de divers mouveinens de rotation , 
changeant sans cesse leur position respective j leur action réci- 
proque doit être exlrêinement variable, et elle ne doit point entrer 
en considération , dans la recherche de leur ligure permanente. 
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CHAPITRE VII. 

De la figure des atmosphères des corps célestes. 

4j.V N fluide rare, transparent, élastique et compressible, sou- 
tenu par un corps qu’il environne, et sur lequel il pèse , est ce 
que je nomme son atmosphère. Nous concevons autour de cliaquo 
corps céleste, une pareille atmosphère dont l’existence vraisem- 
blable pour tous , est relativement au soleil , à la terre , et à plu- 
sieurs planètes, indiquée par les observations. A mesure que le 
fluide atmosphérique s’élève au-dessus du corps , il devient de plus 
en plus rare , en vertu de son ressort qui le dilate d’autant plus 
qu’il est moins comprimé; mais si les parties de sa surface étoient 
élastiques , il s’étendroit sans cesse , et finiroit par se dissiper dans 
l’espace ; il est donc nécessaire que Je ressort du fluide almosphé- 
l’ique diminue dans un plus grand rapport que le poids qui le 
comprime, et qu’il existe un état de rareté dans lequel ce fluide 
soit sans ressort C’est dans cet état qu’il doit être à la surface de 
l’atmosphère. 

Toutes les couches atmosphériques doivent prendre à la longue, 
un même mouvement de rotation, commun au corps qu’elles en- 
vironnent ; car le frottement de ces couches les unes contre les 
autres, et contre la surface du corps, doit accélérer les mouve- 
mens les plus lents, et retarder les plus rapides , jusqu’à ce qu’il 
y ait entre eux , une parfaite égalité. 

A la surface de l’atmosphère , le fluide n’est retenu que par sa 
pesanteur, et la figure de celte surface est telle, que la résultante 
de la force centrifuge et de la force attractive du corps, lui est 
perpendiculaire ; car le peu de densité de ralmosphère permet de 
négliger l’attraction de ses molécules. Déterminons cette figure , 
et pour cela, nommons la somme des molécules du sphéroïde 
que l’atmosphère recouvre, divisées par leurs distances respec- 
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Uves à une molécule quelconque dM de celte atmosphère. Soit /• 
la distance de cette molécule, au centre de gravité du splicroïdc; 
Ô l’angle que r forme avec l’axe de rotation du sphéroïde j et -sr l’angie 
que le plan mené par cet axe , et par le rayon r , fait avec un mé- 
ridien fixe sur la surface du sphéroïde. Soit encore n , la vitesse 
angulaire de rotation du sphéroïde ; la force centrifuge de la molé- 
cule dM sera /iV. sin. B. L’élément de sa direction, sera d. ( r. sin. 6 ); 
ainsi , l’intégrale de cette force multipliée par l’élément de sa 
direction, sera {wV’.sin.^ô ; en nommant donc p, la densité de 
la molécule dM ^ et n la pression qu’elle éprouve j on aura par 
le n”. 22, 



constante -f sin.* Ô ; 


(0 


Il étant une fonction de p. 

Si le sphéroïde est peu différent d’une sphère , l’expression de 
est par les n°’, ii et 3i, de cette forme, 



I/O) 

~ 


+ &c. , 


m étant la masse du sphéroïde, et étant une fonction ration- 
nelle et entière de fx, i/ 1 — .sin.-ar, et i — /^“.cos.-»-, qui sa- 
tisfait à l’équatioq aux différences partielles, 


><^•1 

^('i— 

(d crm 
{ du J 

H 

: 3 






At étant égal à cos. 9. Si l’on substitue pour cette valeur, dans 
l’équation (i) ; on aura l’équation de toutes les couches de même 
densité de l’atmosphère. 

A la surface extérieure, n = o, et si l’on néglige l’excentricité 
du sphéroïde , et que l’on désigne par a , le rapport de la force 
centrifuge à la pesanteur à l’équateur et sur la surface du sphé- 
roïde dont nous prendrons le rayon pour unité j l’équation (i) 
devient , 


c 


â 

f 




Eu 
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En nommant R le rayon du pôle de l’almosplière , on a c~ 
partant, 

Si 


Pour avoir le rapport des deux axes de l’atmosphère, nommons li 
le rayon de son équateur : l’équation précédente donnera 




(R'-^R) 


La plus grande valeur dont R' soit susceptible , est celle qui s’étend 

jusqu’au point où la force centrifuge devient égale à la pesanteur : 

1 R' 

on a dans ce cas , — =aR', ou etR'^ = i , et par conséquent f 

Ce rapport de i?' à 72 est le plus grand qu’il est i)ossible ; car en 

faisant *72'^ = i — -z, z étant nécessairement positif ou zéro, ou 

R’ 3-a 

aura — = , 

R 2 

Le rayon le plus grand de l’atmosphère, est celui de l’cqualeur j 
en effet, l’équation de sa surface , donne en la différentianl, 

, «r^.dfô.sin. é .C 09 .^ 



1 — <tr.sijî.*6 


Le dénominateur de cette fraction est constamment positif j car la 
force centrifuge décomposée suivant le rayon r,estégaîcà amr, sin."9, 

et elle doit être moindre que la pesanteur qui est égale à ~ ; r croit 
donc avec 0, du pôle à l’équateur. 

Donnons à l’équation de la surface de l’atmosphère , la forme 
suivante , 

3 2r 2 

r — h ■ — = O. 

eiein.^ô 

Les valeurs de r, qui conviennent au problème, doivent être posi- 
tives , et telles que i — * sin.* $ soit plus grand que zéro ; or il ne 
peut y avoir qu’une racine de cette nature ; car si l’on nomme p, 
p', les trois valeurs de r , données par l’équation précédente , 

et si l’on suppose p et p' positifs et moindres que l’équa- 

y/ 5in.“4 

Y 
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lion en /*, manquant de son second terme, ce qui donne p '~^p — P > 

p" scroit négatif et moindre que ; le produit — P*P •P 

y/ tf.sin.*d 

scroit donc moindre que — r— ; mais par la nature des équa- 
tions , ce produit doit cire égal à cette quantité ; la supposition 
précédente est donc impossible, et Téquation en r, n’a qu’une 
racine qui salisRiit au problème; c’est-à-dire que l’atmosphère n’a 
qu’une ligure possible d’équilibre. 

Si l’on applique ces résultats, à l’atmosphère solaire; on voit 
1°. qu’elle ne peut s’étendre que jusqu’à l’orbite d’une planète qui 
circuleroit dans uii temps égal à celui de la rotation de cet astre , 
c’est-à-dire , en vingt-cinq jours èt demi ; elle est donc fort loin 
d’atteindre les orbes de Mercure et de Vénus, et l’on sait que la 
lumière zodiacale s’étend beaucoup au-delà. On voit 2". que le 
rapport du petit au grand axe de cette atmosphère , ne peut être 
ïiioindre que y, et la lumière zodiacale paroît sous la forme d’une 
lentille fort applalie , dont le tranchant est dans le plan de l’équa- 
teur solaire. Le fluide qui nous réfléchit la lumière zodiacale, n’est 
donc point l’atmosphère du soleil, et puisqu’il environne cet astre , 
il doit circuler autour de lui , suivant les memes loix que les pla- 
nètes ; c’est peut-être la cause pour laquelle il n’oppose qu’une 
résistance insensible , à leurs mouvemens. 



LIVRE IV 


DES OSCILLATIONS DE LA MER ET DE ATMOSPHÈRE. 


li’ACTiON du soleil et de la lune sur la mer et sur l’atmosphère , 
excite dans ces deux masses fluides, des oscillations dont il est 
intéressant de déterminer la loi. Les oscillations de la mer sont 
connues sous le nom àQ flux et reflux ; elles sont très- sensibles 
dans nos ports : celles de l’atmosphère sont peu sensibles en elles- 
mêmes , et peuvent être d’autant plus difficilement observées , 
qu’elles se contbndent avec les vents irréguliers dont ratinosphcre 
est sans cesse agitée. Nous allons considérer dans ce Livre, ces 
divers mouvemens. 


CHAPITRE PREMIER. 


Théoi'ie du flux et du reflux de la mer. 


1. Reprenons les équations générales du mouvement de la 
mer , que nous avons données dans le dernier Chapitre du pre-^ 
mier Livre. Si l’on prend pour unité, Je demi-petit axe de la 
terre , et que l’on représente par y la profondeur de la mer, sup- 
posée très-petite par rapport à ce demi-axe, y étant une fonction 
de 0 et de Ô étant le complément de la latitude d’une molécule dm , 
de la surface de la mer, dans l’état d’équilibre qu’elle prendroit 
sans l’action du soleil et de la lune , et 'sr étant la longitude de la 
molécule dans cet état, celte longitude étant comptée d’un méri- 
dien fixe sur la terre. Soit tty , l’élévation de la molécule dm , au- 

T ‘2 
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dessus de cette surface d’équilibre , dans l’état de mouvement , et 
supposons que par cet état, ô se change dans Ô-i- , et 'ar, dans 
; enfin , soit ni le moyen mouvement de rotation de la terre , 
et la pesanteur; on aura par le n®. 36 du premier Livre jAes 
deux équations suivantes, 

» . , , 

[dij J Sin.ô ' *■ '' 

+ J'ar . |sin.“ 0 . 4- 2 /Z . . sin. Q . cos.ô . | =— g*, dy + d^';{ 2 ) 

les différences dy et d/^', étant uniquement relatives aux varia- 
bles 9 et 'ST. La fonction ctd^' exprime, comme on l’a vu dans le 
n®. 55 du premier Livre, la somme des produits de toutes les 
forces qui troublent l’état d’équilibre de la molécule dm, par les 
éléinens de leurs directions, en ne conservant que les dilferen- 
liclles i/9 et Ces forces sont d’abord l’action du soleil et de 
la lune; on aura la partie de ndJ^', relative à celte action, eu 
divisant respectivement, la somme des masses du soleil et de la 
lune , par leurs distances à la molécule dm, ci eu différentiant ces 
quoliens , par rapport aux variables 9 et 'w; or si l’on nomme r la 
distance d’un astre L , au centre de la terre , sa déclinaison , 
et 4 son ascension droite; sa distance à la molécule dm , sera par 
le 11 ”. 20 du troisième Livre , à très -peu près , 

V — ar. {cosJ.sin. i^+sin.ô.cos.t^.cos. — 4^} + i ; 

l’angle étant compté comme l’angle 4? de l’équinoxe du 

printemps ; ainsi , pour avoir la partie de a d relative à l’actioii 
do l’astre L , il faut différcnlier par rapport à 9 et à -ar , la fonction 

L 

2 r . { cos. 9 . sin. v •+- sin. 9 .cos. i/.cos.(nt 4;]. -fi 

Mais comme on suppose le centre de gravite de la terre immo- 
bile , il laul transporter en sens contraire , à la molécule dm, la 
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force dont ce centre est anime par faction de L ; et Von a vu dans 
Je 11 °. 2.3 du troisième lâvre, que cela revient à retrancher de lu 
fonction précédente, celle-ci, 

^‘Sin.i^+sin.Ô.cos.i^.cos. — 4 )}; 


on aura donc la valeur de ctàP^' dépendante de l’action de Z , en 
différentiant par rapport à 9 et à , la ditfércnce de ces deux fonc- 
tions , diftcrcncc qui , par le n°. cité du troisième Livre , peut se 
développer dans une suite descendante par rapport aux puissances 
de r, telle qu’en la désignant par 

« 4 ^( 3 ) «^( 4 ) 

— T- + — - +-~T~ + - + &C. ; 

r 


Z^'’^ est une fonction rationnelle et entière de [a, , \/ 1 — /A^sin.-Tï 
et 1 — cos.v , du degré i , assujétic à l’équation aux différences 
partielles , 





(JL étant égal à cos. 0, 

udf^' se compose encore de l’attraction sur la molécule dm, de 
la couche aqueuse dont le rayon intérieur étant Vunité , le rayon 
extérieur est i+cty, et il est facile de voir que pour la détermi- 
ner, il faut diviser chacune des molécules de la couche, par sa 
distance à la molécule dm , et différcnlier la somme de ces quo- 
tiens , relativement à 9 cl Il faut de plus, transporter en sens 
contraire , à la molécule , l’action de cette couehe, sur le centre de 
gravité de la terre; mais il est visible que ce centre ne changeant 
point par l’attraction et par la pression des diverses parties de la 
terre , cette action doit être ici négligée. 

2, Considérons d’abord le cas dans lequel la terre n’auroit 
point de mouvement de rotation, et où Von aurait par conséquent, 
w = o; supposons de plus, la terre sphérique, et la profondeur y 
de la mer , égale à une constante /,* et déterminons les oscillations 
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que doit y excilcr l’action du soleil et de la lune. L’équation (i ) 

du n”. précédent, devient, en y faisant cos.9=(< et y—l, 



/!*%• on aura donc, en coiiiparaut les 


coefliciciis de c^â et de c?sr, 



partant , 




on aura donc, 




Pour intégrer celte équation , nous ferons 

y = roq. y(*)+ yv)-^ &c. ; 

y(')^ JC») J &c., étant des fonctions ralioiitielles et entières 
de //, l/ 1 — fx^sin.'STj et V' i — ^t^^.cos. -w , telle que l’on a généra- 
lement , 




Tiaparliedc relative àla couche sphérique fluide dont le rayon 
intérieur est l’unitc, et dont le rayon extérieur est sera 

par le n". i4 du troisième Livre, en prenant pour unité de densité, 
la densité de la mer , 

4^. Scc.} , 

T étant le rapport de la demi-circonférence an rayon. Nommons /» 
la moyenne densité de la terre entière j nous aurons et 

par conséquent , 4 -r = 

P 

Il résulte du n”. précédent, que la partie de relative k 

l’action du soleil et de la lune , et généralement à l’action d’un 
nombre quelconque d’astres altirans, peut se développer dans une 
suite de la forme 


a. + ce. C;^(»)+cc.I7^^) + ce. &c. J 

étant une fonction rationnelle et entière de l’ordre/, en/x, 
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V 1 — '25-, et V' 1 — ^“.cos.-w, qui satisfait à l’équation aux 
dilfércnccs partielles, 


O — 





cela pose, si l’on substitue pour y et ces valeurs dans l’écpia- 
tion ( 5 ) J la comparaison des fonctions semblables et 
donnera 




Supposons pour abréger , 


l’équation dilFérenlielle précédente donnera en l’intégrant , 




+ — . i, sin. Ai t,fU^^K d t. cos. A; t 

N ' 

— . l, cos. Ai t *dt. sin. Ai t ; 


et étant des fonctions rationnelles et entières do 
\/i- — /x*.sui. 'sr, et V^i — /x%cos.'3P, qui satisfont aux équations à 
dilfércnces partielles , 


0 = 


Kl 


\'dr) 

ij 

» 1 

X- 

/ ddM^o\ 
[ d^- ) 

C di. ! 





fdm^\ 

IL' 

f ddmo ^ 

\d7) 

[ d-* J 



L’équation 
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L’équation diiFérentielle en donne en y supposant 1=0 , 
/r/^fyco)\ 

\ dt* ~~y = O , et par conséquent , 
l’équation 

j.=rc»)q.rc)+r<‘)+ &c., 

donnera donc , 

y==l.M^^Kt-^LN^^^ + l,M<^^Ksm.x,t+Lm^Kco5.Kj 
•{•LM^^Ks‘m.f^J+LN^*Kcos. 

+ /. . sin. Ai ^ iV . cos. a* ^ 

+ &c. 

6 L 

q — .sin. A.f.y' 27 ^*)c?f.cos. 

A* 

G l 

.COS. A^ t 


A — sin. Ai t*fU^'^^dt,cos, Ai t 

__ cos. t./mu i . sin. ; 

+ &c. 

On déterminera les fonctions &c. , au moyen de 

la figure initiale du fluide, et les fonctions &c., 

au moyen de sa vitesse initiale ; ainsi, l’expression précédente dej' 
embrassant toutes les figures et toutes les vitesses dont le fluide est 
susceptible , elle a toute la généralité que l’on peut desirer. 

Si la quantité n’étoit pas constante , la valeur dey iroit en 
croissant sans cesse, et l’équilibre ne seroit pas ferme, quel que fût 
d’ailleurs le rapport de la densité du fluide , à celle de la splière 
qu’il recouvre. Mais il est facile de s’assurer que les quantités 
et sont nulles , par cela seul que la masse fluide est constante. 
Cette condition donne yyd'^c.</'ar = o, l’intégrale étant prise depuis 
/>i= — 1, jusqu’à /A = i , et depuis '5r = o, jusqu’à '2y=:2'T; or on 
a généralement par le n®. 12 du troisième Livre, 
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lorsque i et i' sont des nombres différens ; on aura donc 
f y ~ 4-^, T^”)=:=4't, ; 

ainsi en égalant cctle quantité à zéro, on aura et 


Il suit dc-là , que la stabilité de l’équilibre du fluide , dépend du 
signe des quantités a,®, &c. ; car si l’une de ces quantités , telle 

que a/, est négative , le sinus et le cosinus de l’angle se chan- 
gent en exponentielles, et ils se changent en arcs de cercle, si 
a/=o. Dans ces deux cas , la valeur de y cesse 'd’être périodique , 
condition nécessaire pour la stabilité de l’équilibre. a\- étant égal 


('ai+i j.p 


. { ("2 « 4 - 3 J . p — 5 ) , cette quantité ne peut être positive que 


dans le cas où l’on a f > — — , i étant un nombre entier positif 
2 

égal ou plus grand que l’unité ; il faut donc pour la stabilité de 
l’équilibre, que cette condition soit remplie pour toutes les valeurs 
de i , et cela ne peut avoir lieu , qu’autant que l’on a p > 1, c’est-à- 
dire que la densité du noyau doit surpasser celle du fluide. Voilà 
donc la condition générale de la stabilité de l’équilibre , condition 
qui, si elle est remplie, rend l’équilibre ferme, quel que soit 
l’ébranlement primitif j mais qui , si elle ne l’est pas , fait dépendre 
la stabilité de l’équilibre , de la nature de cet ébranlement 

Si par exemple , l’ébranlement primitif est tel que le centre 
de gravité du fluide coincide avec celui du noyau qu’il recouvre , 
et n’ait aucun mouvement par rapport à lui , dans le premier ins- 


tant; alors et 



seront nuis au premier instant , puis- 


que cette coincidcnce ne dépend que de la valeur de comme 
on l’a vu dans le 11°. 3 i du troisième Livre ; cette valeur sera donc 
nulle à tous les instans , et par conséquent , le centre de gravité du 
fluide coincidera toujours avec celui du noyau. Dans ce cas, la 
stabilité de l’équilibre dépend du signe de et pour que cette 
quantité soit positive, il suffit que l’on ait p > y. 

La valeur dej^ donne immédiatement celles de u et de en effet, 
l'équalion 
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donne 


le signe des intégrales finies x, se rapportant à toutes les valeurs 
entières positives de j , en y comprenant la valeur / = o ; mais on 
a par ce qui précède , 

[ . L-l . L_ , 


partant , 


ddu 

Tt: 


d’où l’on tire, 




v/~» /£^\ 


«= G+//.t— s. T7T~T7.i^ — i> 

t.fi-fi;./ \d^ J 

G et H étant des fonctions arbitraires de et de '»•. On trouvera de- 
là même manière , 

^ r 1 /dYO)\ 

P — jfir+L. prr — ’r~r~/ T’,* ( “j / > 

KeïL étant des fonctions de /t4 et de -r, dépendantes des fonctions 
G QiH : en effet, si dans l’équation 

d,u\/ \ — 1 ( 

1^ j 

on substitue au lieu de ^ , w et , leurs valeurs précédentes ; on 
aura en comparant séparément les termes multipliés par ^ , et ceux 
qui en sont indépendans , 

fd,G\/~^\ 




/d.Gt/i — h*\ 

^ \ d(j(, ) \d v) ^ 

(dL\ 

d^ ) \d.)^ 


en sorte qu’en vertu des valeurs w=G-fÆ’.#, p = K-^L*t, la 
surface du fluide resteroit toujours sphérique. Pour concevoir les 
mouvemens du fluide, dans cette hypothèse; imaginons qu’il ait un 
tx'ès-petit mouvement de rotation | de l’ordre a, autour de l’axe du 

Z i 
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Sphéroïde ; la figure sphérique du fluide n’en sera altérée que d’une 
quanlité très-petite du second ordre ; puisque la force centrifuge 
ne sera que de l’ordre et* ; dans ce cas , on aura u — o , et 
qt, 1 — q étant un coefficient indépendant de /m et de ^ : 

mais on peut concevoir le fluide tournant autour de tout autre 
axe, et de plus, ces mouvemens étant supposés fort petits, le 
fluide mû en vertu d’un nombre quelconque de mouvemens sem- 
blables, conservera toujours , aux quantités près du second ordre, 
sa figure sphérique. Tous ces mouvemens sont compris dans les 
formules , 

Cr, H ^ K y Ly étant des fonctions de /t/ et de -w , qui ont entre 
elles , les relations précédentes. Ces mouvemens ne nuisent point à 
la stabilité de l’cquilibre; d’ailleurs , ils doivent être bientôt anéan- 
tis par les froltemcns et les résistances de tout genre , que le fluide 
éprouve. 

à* Considérons présentement le cas de la nature, dans lequel 
le sphéroïde qui recouvre la mer, a un mouvement de rotation. 
L’équation (i) du n°. i , sc transforme dans celle-ci, 

1 — (à.yv\ , 

^ \ d,i ) \dv)’ 


L’équation {'2) du même n*’. donne les deux suivantes : 



L’intégration générale de ces équations, présente beaucoup de 
difficultés : nous nous bornerons ici, à un cas fort étendu, celui 
dans lequel > est une fonction de sans et nous ferons 

y z=z a. cos. y 

U = b, cos. • 

P = c.sin. i) ^ 

V 

y = a'.cos. ^ 
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b , c ^ a' étant des fonctions rationnelles de et de i — /u*, 
et s étant un nombre entier. En substituant ces valeurs dans les 
équations (^4) et ( .5 ) , nous aurons , 

i\b + 2nic.^.\/T==i?==-g.(~yVT=:?; 

=_ lil. 

Ces deux dernières équations donnent , 

/da\ , SLUffS , 

Ci*-4nW- V''r=?* 

anff /da'\ . , 

— 4nWC»— 

En substituant ces valeurs de è et de c , dans la première , et faisant 
pour abréger , 




on aura 


C ‘*1“ J 

- . . . Z ns /da\ 

Nous observerons ici que si —r~*(^a — \~^]*( ^ est divisible 

par 1 * — le second membre de cette équation n’aura point à 
son dénominateur , la fonction /* — 4 ;z>*. 

L’équation (4) renferme ce que nous avons démontré dans le 
n*. précédent , sur le cas de « = o , et de ^ égal à une constante / ,• 

car alors , on a -s = ^ , ce qui change cette équation dans la sui- 
vante , 



i*a = Ig 


d.\Ci 
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-"Il I 

^ s*.a' ] 

c df. '^TZp] 

Supposons que a.cos. satisfasse pour à Féquatiou 

aux différences partielles , 




(5) 


lë/. |i— 

diA /J j 

1 /idYlf)\ 
y \ rf... ) 

1 df. 

J 

T 


la partie de a', cos. due à ratlraction d’une couclio 

aqueuse dont le rayon intérieur est 1 , et le rayon extérieur est 

4 ^ /T 

i + sera par le n°, précédent, — •a»cos.(it-h s<tr) ^ 
OU y .CQs.(itJrS'*r) y à cause de g^jrr.p. Eu suppo- 

sant donc nulle, la partie de a' correspondante à l’action des 
astres , on aura 

3 


fa/+ 


Ca/+ 

or rëquation aux différence» partielles en donne , 


d(JL 




l’équation (5) donnera donc 

Les nombres s f étant arbitraires , il est clair que l’on aura la 
partie de y , qui est indépendante de l’action des astres , en réu- 
nissant toutes les valeurs de a%cos,(it-\-s'^) correspondantes aux 
diverses valeurs que l’on peut donner à ces nombres, 

Pour avoir la partie de j/, qui dépend de l’action des astres, 
nommons e*CQS. (it’^rS'm ) , un terme de l’expression de y* relatif 
à cette action, et tel qu’il satisfasse pour à l’équation précé- 
dente aux différences partielles en on aura alors, 
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réquation (5) donnera donc 
et par conséquent , 

on aura ainsi, la partie dey , qui dépend de l’action des astres, 
et il est aisé de voir que ces résultats coincident avec ceux du 
II", précédent. 

4 . L’intégration de l’équation (4) dans le cas général où n 
n’est pas nul , et où la mer a une profondeur variable , surpasse 
les forces de l’analyse ; mais pour déterminer les oscillations de 
l’océan , il n’est pas nécessaire de l’intégrer généralement, il sufbt 
d’y satisfaire; car il est clair que la partie des oscillations, qui 
dépend de l’état primitif de la mer , a du bientôt disparoilre par 
les résistances de tout genre, que les eaux dé la mer éprouvent 
dans leurs mouvemens ; en sorte que sans l’action du soleil et de la 
lune , la mer seroit depuis long- temps parvenue à un état perma- 
nent d’équilibre : l’action de ces deux astres, l’en écarte sans cesse, 
cl il nous suffit de connoître les oscillations qui en dépendent. 

r étant la distance au centre de la terre , d’un astre L ; la partie 
de ct/^' relative à son action sur une molécule fluide, et déve- 


loppée suivant les puissances de sera par len". i , en négligeant 
les quatricmes puissances , 


3L ( 

— . ! feos. Ô.sin. t'-i-sin.ô.cos.i^.cos. 
ar'^ t 



{sin.V— -.cos.V} • {i-|-5.cos. 2 0} 

4 ^ 

3 L 

-h — .siii. 9. cos. 9.sin. ç,co3,u,co5.(nl \--^ — 4 J 
r 

-1- ^ - . sin.“Ô . cos. V. cos. 2 ('/z ^ + sr — 4J- 

4 H 

Les quantités p et 4 variant avec une grande lenteur , par rap- 
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port au mouvement de rotation de la terre ; les trois termes précé- 
deris donnent lieu à trois espèces différentes d’oscillations. Les 
périodes des oscillations do la première espèce sont fort longues ; 
elles sont indépendantes du mouvement de rotation de la terre , et 
ne dépendent que du mouvement de l’astre L dans son orbite. Les 
périodes des oscillations de la seconde espèce , dépendent princi- 
palement du mouvement de rotation /z ^ , de la terre; elles sont d’un 
jour à-peu-près : enfin , les périodes des oscillations de la troisième 
espèce, dépendent principalement de l’angle ^int; elles sont d’en- 
viron un demi-jour. L’équation (4) du n®. précédent, étant diffé- 
rentielle linéaire ; il en résulte que ces trois espèces d’oscillations se 
mêlent sans se confondre ; nous pouvons donc les considérer sépa- 
rément. 

Des oscillations de la première espèce. 


5 * Nous supposerons dans ces recherches, que le sphéroïde 
recouvert par la mer , est un ellipsoïde de révolution , ce qui est 
l’hypothèse la plus naturelle et la plus simple que l’on puisse 
adopter. Dans ce cas , l’expression y de la profondeur de la mer , 
est de la forme L(i — et l’on a 

— 4 * 

Reprenons l’équation (4) du n°. 5. Les oscillations de la première 
espèce , ne dépendant point de l’angle «■, on doit faire 5 = 0 , dans 
cette équation. Supposons que l’on ait 

fl = PCo) + PC)4.p(4)4.p(6) +P(»/)y 


p(»)^ Pf^), &c. , étant des fonctions de /tt*, qui satisfont, quel que 
soit /*, à l’équation aux différences partielles , 






La partie de d relative à ^ et à l’action de la couche aqueuse dont 
le rayon intérieur est l’unité , et dont le rayon extérieur est 1 + 
sera par ce qui précède , 




La 
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La partie de a! relative à l’action des astres , ne produit que des 
quantités de la forme car la fonction id-5.cos, 2 Ô, qui la 

multiplie par le n°. précédent, est égale à jj, et il est 

facile de voir que cette dernière fonction est de la forme 
Cela posé j si l’on substitue au lieu de a et de a* leurs valeurs dans 
l’équation (4) du 3, et si l’on détermine les arbitraires de 

p(") J p(*) J &c. , de manière que la fonction soit 

divisible par i* — ce qui donne une équation de condition 
entre ces arbitraires 3 alors la puissance de i *.* , la plus élevée dans 
chaque membre dç cette équation , sera et en comparant les 
coefiieiens des diverses puissances de on aura/'d - 1 équations de 
condition, qui réunies à la précédente , formeront ^*+2 équations 
de condition. Mais les arbitraires de la fonction 
sont au nombre /+ 1 ; en y joignant rindétcrmiiiéc on aura/d- 2 
indéterminées qui pourront satisfaire à ces équations de condi- 
tion^ on pourra donc ainsi satisfaire à l’équation ( 4) , pour une loi 
déterminée de la profondeur de la mer. On aura celte loi , en ob- 
servant que si l’on désigne par le terme de a , le plus élevé 

en i». ; le coefficient de dans la fonction — '( ^ y 

divisée par ’C — sera 


(4f+0-p rân*' 

d’où il suit que le coefficient de /x’/, dans le second membre de 
l’équation (4) , sera 


En l’égalant au coefficient Q de dans le premier mejiibrc , 


aura 


a n* 

en supposant donc la profondeur de la mer, égale à i moins le 
produit de /iu* par celte valeur de ç ; on aura par l’analyse précé- 
dente , les oscillations de la première espèce. 

MiiCAN. ctii^Tome II. A a 
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— est le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à Téqualeur, 

rapport égal à En prenant pour r un assez grand nombre , tel 
que douze ou quatorze, le coefficient de sera assez petit, pour 
pouvoir être négligé , et alors la profondeur de la mer sera à très- 
peu près constante ; on aura donc ainsi , d’une manière fort appro- 
chée , les oscillations de la mer , dans le cas où sa profondeur est 
par-tout la même. 

6* La valeur de c du n®. 5, est très-grande dans les oscillations 
de la première espèce , à cause du diviseur t, qui affecte plusieurs 
de ses termes. Si Ton développe la partie 

(sin.V — Ï.COS.V. }»( i -t-5.cos.i2 S) y 

de Faction de la lune , qui produit les oscillations de la première 
espèce , en sinus et cosinus d’angles croissans proporlionnellement 
au temps ^ que Fon désigne par -t-5.cos. 2 ^),cos.(it+^)y un 
terme quelconque de ce développement j k sera multiplié par la 
tangente de l’inclinaison de Forbe lunaire, à Fécliplique, dans le 
terme où it sera le moyen mouvement des nœuds de l’orbite 
lunaire ; mais à raison de la petitesse de i, ce terme sera très-consi- 
dérable et le plus grand de tous ceux qui entrent dans l’expression 
de c. 

Nous devons cependant faire ici une observation importante. 
Les résistances que les eaux de la mer éprouvent , doivent con- 
sidérablement diminuer les oscillations de celte espèce, et leur 
laisser très-peu d’étendue. Pour le faire voir , supposons la résis- 
tance proportionnelle à la vitesse, et nommons C le coefficient de 
cette résistance. Les deux équations dans lesquelles se partage 
l’équation ( 2 ) du n*. 1 , seront alors , 



car il est clair que la résistance doit ajouter aux deux premiers 



PREMIEllE PARTIE, LIVRE IV. 187 

membres de ces équ allons , les termes (^).l’équa- 

lion (1) du 11". 1, subsistera toujours. 

Nous ne considérerons ici , que les termes dépendans de ruii- 
gle it J dans lesquels le coefficient i est très -petit, et beaucoup 

. , -w /ddu\ fddv\ , 

moindre que C. Dans ce cas, ( 1 l "rfF" J negh- 

, , / du\ / dv \ 

ges par rapport a ^*1 ^ 1 ^'1 ^ termes sont 

independans de l’angle ^ , la dernière des équations précédente» 
donnera 


2 n /4 


■O 




et l’avant-demière deYiendra , 

Celle équation doit être combinée avec celle-ci, 

d/x / 

Si l’on néglige les quantités de l’ordre î, l’équation (/) donne 


partant , 


gy-f^=o-, 

V.dn 


-f-, 


gy. V/ !*-/*• 


Cette valeur de u substituée dans l’équation (/) , donnera une 
valeur plus approchée deg^j ^ — ^ mais ou peut s’en tenir à la 
première approximation. 

La partie de relative à Faction de l’astre L, est de la forme 
X'.fi + S.cos.afl^.cos. (it+u 4 )^o\i%k,(i*.' — |^.cos. Soit 

Q, f/x* — J^.cos. ( ) , la partie correspondante dey,- la piirtie 

correspondante de due à Faction de la couche aqueuse dont 

Aa a 
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le rayon intérieur étant i, le rayon extérieur est sera 

3 

— — -jJ^cos. ; l’cquation gy — = donnera 
donc 


d’où l’on tire, 



et par conséquent , 

— { j . cos. A) 



La somme de tous les termes aL', cos. (it+^ ) , étant égale h 

(sin.V — ^.cos.V} ; la valeur entière de ay ^ relative aux 

oscillations de la première espece, ducs à l’action de l’astre L , 
sera donc , 

L. (sin.*!/ — {.cos.’i;} .( 1 4 Î5.C08. ^6) 

7 ~ 3 ~\ ■* 


Cette valeur est celle qui auroit lieu , si et 5 étoient rigoureuse- 
ment constans, et si le fluide prenoit à chaque instant la ligure 


qui convient à l’clat d’^équilibrc ; car 


(S) “ m 


étant nuis 


dans le cas de l’équilibre, les équations différentielles en u et p, 
SC réduisent à celle-ci, o~gy — on peut donc, lorsque les 
variations de r et de ç sont très-lentes, déterminer les oscilkilions 
de la première espèce , comme si le fluide se mettoit à chaque 
instant en équilibre, sous l’action de l’aslrc qui l’attire: l’erreur 
est d’autant moindre, que l’a4re se meut avec plus de lenteur; 
elle est par conséquent, insensible pour le soleil. Elle peut être 
sensible pour la lune, à cause delà rapidité de son mouvement 
dan.s son orbite ; mais comme les oscillations de la première espece 
sont très- petites par les observations, on pourra employer pour 
la lune elle-même , la valeur précédente de uy. 
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Quoique nous soyons parvenus à ccs résultats, dans la supposi- 
tion d’une résistance proportionnelle à la vitesse , il est clair qu’ils 
ont lieu , quelle que soit la loi de la résistance. En général , on peut 
les atlopter sans erreur sensible, toutes les fois que le fluide dérangé 
de son étal d’équilibre, reviendroit en vertu de la résistance qu’il 
éprouve , à cet état, dans un temps moindre que celui d’une révo- 
lution de l’as Ire. 


, Des oscillations de la seconde espèce. 


y, La partie de l’action de l’astre L, qui produit ces oscilla- 
tions, est par le n°. 4, égale à 


IL 


. sin. . cos. . sin. ô , cos. ^ . cos. (nt-\-'r3^ — 4 -)* 


Le développement de cette fonction , en sinus et cosinus d’an- 
gles proportionnels au temps , donne une suite de termes de la 
forme — /w\cos.fii-l--3r — ud)y i étant fort peu différent 

do h cause de la lenteur du mouvement de l’astre , par rapport 
fui mouvement de rotation de la terre. Reprenons maintenant, 
l’équation (4) du n". 3, en y supposant s~i et 

supposons de plus , que a soit exprimé par la suite, 



p(*)^ ^ étant des fonctions de telles qu’en désignant 

par la fonction 1 — on ait, quel que soit/, 



7 ( 0 /) 


La partie de a' relative à l’action de la conebe aqueuse dont le 
rayon intérieur étant runité. Je rayon extérieur est sera 

par ce qui précède , 




.||.PW+fPW+-rV.^'W- 


4 ^ + » 


■’i- 
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la partie de a' relative à raction de Tastre L, est k i — 

on aura donc , 


(. 

k 

S 

Suj^posons que les constantes indéterminées qui multiplient cha- 
cune des fonctions &c. , soient telles que la fonction 

an , /da\ X • T . M 1 

— — ( — 1.(1 — soit divisible par i“ — kn'ii' ^ ce qui ne 

demande qu’une seule équation de condition entre ces indétermi- 
nées; alors le second membre de l’équation ( 4 ) n’aura plus de 
dénominateur ; car en ne considérant dans ce second membre , 
que les termes qui ont V\ — /et* pour diviseur, et supposant 
a'= F V 1 — Pétant une fonction rationnelle et entière de 
les trois pallies de ce second membre deviennent , 

/un , ^ an /an , gz.f^^F ^ fi»— 

-i7+V';7T^+TlT+V-7T^+"T7r^'‘ 



ou g Z, (A» F. 1 — iu*y d’où il suit que ce second membre n’a point 

1 — //% au dénominateur. En substituant donc dans cette équa- 
tion , pour a et a leurs valeurs , et en la divisant par V i — 
la comparaison des puissances semblables de donnera /équa- 

tions de condition , qui réunies à la précédente, formeront /+ 1 
équations de condition à satisfaire; mais le nombre des indétermi- 
nées, en y comprenant est/-f i; on aura donc autant d’indéter- 
minées que d’équations. 

Pour avoir la valeur de désignons par p'i — /x", le 

terme de l’expression de a, le plus élevé en le terme semblable 
de l’expression de a' sera 


ce qui donne 
2 
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pour le terme semblable du second membre de l’équation (4) : en 
l’égalant au terme correspondant de as, on aura 



r4/+ 




ainsi la profondeur de la mer étant supposée égale à 


on pourra déterminer par l’analyse précédente , les oscillations de 
la seconde espèce. 

Cette loi de profondeur dépend de la valeur de /, et par consé- 
quent, elle n’est pas la même pour tous les termes dans lesquels 
l’action de l’astre peut se développer; cependant cette identité est 
indispensable pour qu’une loi de profondeur puisse être admise. 
Mais on doit observer que i étant peu différent de n , on peut 

supposer ici r = 1 , et alors la loi précédente de profondeur do 

la mer, devient indépendante de i; elle est même à très-peu près 
égale cà celle que nous avons trouvée dans le 11°. précédent , pour les 
oscillations de la première espece, si f est assez grand pour que 

l’on puisse négliger r vis-tà-vis de 

8, La considération de i à fort peu près égal à n, nous con- 
duit à une expression de a très-simple et fort rem«irquable , en ce 
qu’elle donne l’explication d’un des principaux phénomènes des 
marées. Si Ton fait i = /z , on a 

^ n’.fi— V/ 

Supposons maintenant, dans l’équation ( 4 ) du n'’. 5 , 1 , i^n 

et a “ Q.«. 1 — 11^% Q étant un coefiicienl indépendant de fx; ou 
aura par ce qui précède , 
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ce q^ui domie 



( 1— 


ri -4,--; 


le second membre de l’équalion (4) se réduit ainsi , au ternie 
égalant celle quantité , au premier membre , uu à la 
valeur supposée pour cz, on aura 



troii l’on lire , 


e=* 


a Iq.k 




La partie de ajr, correspondante au terme «t^.sin. O.cos. Icos.^ U 
sera donc , 


a / ^.sîn.fl.cos.fl 


« Z** cos. + ^) • 


niais la somme des termes ol est^ par ce qui 

précède, le développement de la fonction 
5L . 

— .sm.f'.cos. v.cos. — 4^ ; 


on aura donc pour la partie entière de ny, relative aux oscillations 
de la seconde espèce, 

l q . sin. 9 . cos. 6 . sin. v . cos. p . cos. — 4 J 

et celte valeur a lieu généralement , quel que soit y, c’est-à-dire , 
quelle que soit la loi de la profondeur de la mer, pourvu que le 
sphéroïde qu’elle recouvre soit un ellipsoïde de révolution. 

La difl'érence des deux marées d’un meme jour, dépend des 
oscillations de la seconde espèce. En eflet, lorsque Tastre L passe 
au méridien supérieur de la molécule , on a — 4— o, et 

lorsqu’il passe au méridien inféricuï , on a n ^ — 4 = 200 ®; 

ainsi 
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ainsi Pexcès de la marée dans le premier cas, sur la marée dans 
le second cas , est 


12. L 


. . sin. 9 • cos. Ô . siu. v cos. p 


Les observations faites dans nos ports , nous montrent que celte 
différence est très- petite j ce qui suppose Iq très-petit par rapport 
à ~ : cette supposition donne ainsi, une explication fort simple 
de ce phénomène. Dans ce cas , le dénominateur de la fraction 
précédente est négatif, et si, comme les observations semblent 
l’indiquer , la marée supérieure l’emporte sur la marée inférieure, 
Iq est une quantité négative , et la mer est un peu plus profonde 
aux pôles qu’à l’équateur. Mais cette conséquence est subordonnée 
à l’hypothèse d’un fluide répandu régulièrement sur la surface d’un 
ellipsoïde de révolution , ce qui n’est point le cas de la nature. 

Si l’on substitue pour Ç, sa valeur dans l’expression de a'} on 
aura 



Cette valeur substituée dans les expressions de ^ et de c, du n®. 5, 
donne en supposant ^ = i et i = n , 


ô = 

Hlgq. 


I a/g-ÿ, ^1— I . V/l— /.* 



d’où il suit que la partie de <tw , relative aux oscillations de la 
seconde espèce , est 




.sin.f'.cos.f^.cos, — 4 J 
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et f(iie la partie de (tv ^ relative aux mêmes oscillations, est 

3L co,«. ô . . , . 

— .sin. t'.cos. ^'.cos, — 4 ) 

r’ sin.ô 




Des oscillations de la troisième espece. 


g. La partie de l’action de l’astre Z, qui produit ces oscilla^ 
tions , est par le n®. 4 , égale à 

SL 

— . sim* â . cos .* ^'^ cos. — 4^* 

Le développement de cette fonction , en cosinus d’angles croissans 
proportionnellement au temps, donne une suite de termes de la 
forme «Z*.sin.* 9. cos. (^444-2^ — i étant peu différent do 2 n. 

Keprenous maintenant l’équation (4) du n®. 5 , en y supposant 
s~ 2 , et 

* “’i»— * 

Supposons de plus que a soit exprimé par la suite, 
fl — iU»;. {P(0) + PW4,p(4) 

p(0^ Stc. , étant des fonctions rationnelles et entières de /x®, 
telles qu’en désignant par la fonction (i — , on 

ait , 




-+2/.ri/+i;.r'‘A 


La partie de al relative à l’action de la couche aqueuse dont le 
rayon intérieur étant l’unilé, le rayon extérieur est sera 

par ce qui précède, 
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La partie de d relative à racliori de l’astre L, est — fi — on 
aura doue , 




Supposons que les constantes indéterminées qui multiplient 
chacune des fonctions P^*), &c., soient telles que la fonc- 
, /fn , /da\ 

tion ^ divisible par i* — 4?iV) ce qui 

ne demande qu’une seule équation de condition entre ces indé- 
terminées; alors le second membre de l’équation (4) n’aura plus 
de dénominateur; de plus, il sera divisible par i — / a*, comme le 
premier; car en supposant d := ( i — et ne considérant que 
les termes qui ne sont point divisibles par i — les trois parties 
de ce second membre , deviennent ^ 






F, 


ou 4.('i — (^*),gzFi et par conséquent leur somme est divisible 
par 1 — fA*. En substituant pour a et a', leurs valeurs précédentes 
dans l’équation (4) , et en la divisant par i — la comparaison 
des coefficiens des puissances de donnera/ équations, qui réunies 
à la précédente , formeront /+ 1 équations de condition à satis- 
faire : le nombre des indéterminées , en y comprenant q , est pa- 
reillement /+ 1 ; on aura donc autant d’indéterminées que d’équa- 
tions. 

Pour avoir la valeur de nommons le terme le plus 

élevé en de le terme correspondant de d sera 

le terme correspondant du second membre de l’équation (4), sera 


nji 




Bb 2 
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en régalant au terme correspondant du premier membre ^ ou k 
Q.fi — on aura 


ainsi , en supposant la profondeur de la mer égale à 




on pourra déterminer par Fanalyse précédente , les oscillations de 
la troisième espèce. Cette expression est différente pour les diverses 
valeurs dont i est susceptible ; mais on doit observer que i étant à 


fort peu près égal à 2 « , ou peut supposer y = 1 , et alors on a 

pour la profondeur de la mer, la même expression que nous avons 
trouvée dans le 11“. 7 , relativement aux oscillations de la seconde 
espèce J ce qui est nécessaire pour que cette loi de profondeur 
puisse être admise. On peut même faire coincider cette profondeur 
avec celle que nous avons trouvée dans le n®. 5 , relativement aux 
oscillations delà première espece, en supposant y* assez grand pour 
jiouvoir négliger l’unité, eu egard à mais nous avons 

observe dans le n®, 6, que les résistances éprouvées par la mer 
dans ses mouveraens, rendent les oscillations de la première 
espèce , indépendantes de la loi de profondeur de la mer ; en sorte 
qu’il suffit de considérer les loix de profondeur, dans lesquelles on 
peut déterminer à-la-fois, les oscillations de la seconde et de la 
troisième espèce. 

10* Nous avons remarqué dans le n®. 8, que pour satisfaire 
aux observations , il faut supposer la profondeur de la mer, à fort 
peu près constante : nous allons délerminer dans cette hypothèse, 
les oscillations de la troisième espèce. Nous supposerons de plus , 
que r, 4 ®t i» varient avec assez de lenteur , par rapport aux va- 
riations de l’angle a ni, pour que l’on puisse les traiter comme 

constans. Nous négligerons encore, la fraction -, qui exprime le 

P 

rapport de la densité de la mer à la moyenne densité de la terre , 
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rapport qui paroît assez petit , par les observations faites sur l’at- 
traction des montagnes. Cela posé, en faisant 


on aura 


y = a.COS. (2nt-^2‘V 24) y 

5L 


eta =eia' 




.( i — iu*^.cos.V; 


réquation (4) du n**. 3, deviendra donc, en observant que 
/ 

(i»; ’ 


On peut donner à cette équation, une forme plus sifnple , en y 
faisant i — x*, et en supposant dx constant j on aura ainsi, 




6L , 

+ .cos.V. 


Pour satisfaire h cette équation, nous ferons , 




Cette valeur substituée dans l’équation différentielle précédente , 
donnera d’abord, en comparant les coelHciens de x®, 

v^t‘)=.Ë^,cos.V, 

4r^ê 

La comparaison des coefficiens de donnera l’équation identique 
O = o ; enfin la comparaison des coefficiens de f étant égal ou 
plus grand que l’unité , donnera 


O = ra/* + 6f) — ('a/*+ 5/; + 

On aura, au moyen de cette équation, les valeurs de &c. , 

lorsque et seront connus. En la mettant sous cette 
forme , 

5 n‘ 






a/* +5/- ('a/’ + 6/;. 


^c/+o 
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on en tirera 

an* 

A^f~ ^ 77 


ce qui donne en supposant /= 1 , 


2 . r /+ 1 )'+5.(f+i)- Ç. {(•/+,;•+ 3 r/+ O } 

2 . (f+ 2/+ 5 (/+ 2;-- &c. 




a. 1*4-3. i — 3.1^ 


a.2*-f 5.2 — ^.(' 2 * 4 - 3 . 2 ^ 


. 2 . 3 “ 4 - 3 . 5 — ^.(' 5 * 4 - 3 . 5 ; 


2 . 4 * + 3 . 4 — &c. 


On aura ainsi au moyen de ~ est le rapport de la 

force centrifuge à la pesanteur sous l’équateur j ce rapport est 

, . an* an* an* . 

en supposant donc successivement, -7— = 20; -—== 5 ; -7— = 7; 

^ Ig ^ Ig ’ l§ 

les profondeurs /, correspondantes de la mer, seront — - — , 

aojjo “juitiO 

, le rayon terrestre étant pris pour unité. Cela posé , on 

trouvera par l’analyse précédente, que les valeurs correspondantes 
de fit a sont , 

^ 1 ,0000 + 20,1 862 . a?* + ] 0,1 1 64 . a?* 
j — 1 3 , 1047 . — 1 5,4488 .y — 7 , 458 1 . rc' ® 

— 2,1976.^7'* — 0,4501.^?'^^ — 0, 0687. a?’® 

[ — 0,0082 . 07* ® — 0,0008 • 07 *® — 0,0001 . «** 


3 ^ . 

tfa = — -‘•JP •cos.*<^.^ 


(1,00004-6,1960.0?*+ 3 , 2474. 07^ ) 

— •X*»COS.*Ç. -j +0,7 238 . 07 ® + 0,09 19. 07* + 0,0076.0?’°/; 

(+o,ooo4.*'* J 
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3 L ^ , f 1,0000 4-0,7 5 o 4 . A?* + 0,1 566 . 07 ^ 1 

4 rKg *'^ \ +0,01674. JC*’ 4- 0,0009.0;’’ j’ 


1 l • Réunissons maintenant les diverses oscillations de la mer. 
Celles do la première espèce, sont par le n°. 6, en négligeant la 
densité de la mer , eu égard à celle de la terre , 

f sin.Lt^ — Lcos.’f^) 1 4*3. cos. i 2 &). 

4tKg 

On a vu que les oscillations de la seconde espèce sont milles , 
lorsque la profondeur de la mer est par-tout la meme ; enfin , 
les oscillations de la troisième espèce , sont exprimées par 
cos. (2 nt+ 2'^ — 24>)‘La somme de ces oscillations est la valeur 
entière de aj ,* 011 aura donc, 


— — — . { sin. V - i . cos .V } . ('1 4-3 . cos. aa.cos. { 2/1/+ 2^-24 
4 ^ 'ë 


Si l’on suppose que L est le soleil, que r exprime sa moyenne 
distance à la terre, et que mt exprime son moyen mouvement 
sydéral j on aura par la théorie des forces centrales, 

3Z. __ 3/1» _ 3 

4g * n* 


Cette quantité est une fraction du rayon terrestre que nous avons 
pris pour unité; en la multipliant donc par le nombre de mètres 
que ce rayon renferme , on aura 

— =o"M25i6i 

et il faudra faire varier cette quantité , comme le cube du rapport 
de la moyenne distance du soleil à la terre , à sa distance actuelle. 

Si l’on nomme e , le rapport de la masse de la lune , divisée par 
le cube de sa moyenne distance à la terre, à la masse du soleil, 
divisée par le cube de sa moyenne distance ; on aura pour la lune , 
51 

— - — e.O”'%120l6l 

4r^-g 

et il faudra fiiire varier celte quantité, comme le cube du rapport de 
la moyenne distance de la lune à sa distance actuelle. 

Il suit de-là, que si l’on désigne par v' et 4 '? la déclinaison et 
l’ascension droite de la lune ^ on aura en vertu de son action réunie 
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à celle du soleil , et lorsque la profondeur l de la mer est dgalo 

II"* . , 1 

Ht;.— , ou a du rayon terrestre , 

— o“',125i 6 . “»cos.V+e.3in.V— Je.cos.V'} 

/ 1, 0000 -|- 20,1861. JC* 

i 4 -io,ii 64 -Jc^-^i 3 ,io 47 -Jc‘ 

J— a,içi 75 .ic‘*— o 45 oi.a;*f 

/— 0,0687 ■ x‘®— 0,0082 . jc'* 

1—0,0008. JC*®— 0,0001 .a;** 

Nous verrons ci-après, que 6=5, dans les moyennes distances 
du soleil et de la lune ; en supposant donc ces deux astres à ces 
distances, et de plus en opposition , ou en conjonction dans le plan 
de Téquateur ; la haute et la basse mer répondront au cas où l’angle 
a n ^ sera nul , ou égal à 200® ; on trouve ainsi 7„,,54 pour la 
différence de la haute à la basse mer sous l’équateur où =1. Mais 
par une singularité remarquable , la basse mer a lieu , lorsque 
les deux astres sont dans le méridien, tandis que la haute mer 
arrive, lorsqu’ils sont à l’horizon; en sorte que l’océan s’abaisse à 
l’équateur , sous l’astre qui l’attire. En avançant de l’équateur aux 
pôles, on trouve que, vers le dix-huitième degré de latitude tant 
boréale qu’australe , la différence de la haute à la basse mer est 
nulle ; d’où il suit que dans toute la zone comprise entre les deux 
parallèles de dix-huit degrés , la basse mer a lieu , lors du pas- 
sage des astres au méridien, et qu’au-delà de ces parallèles, la hante 
mer a lieu à ce même instant. 

Dans le cas de l égal à , ou d’une profpndeur de lu mer, 
S 

égale à — - , on trouve 

733,5 



tfj = O"*,! 23 i6, I . {sin.‘(^--l.co3.®t'+6*sin.y-^ j6.cosV} 

A, 0000 + 6 , 1960 . 3:* J 

•to”, ' “3 >6 • art+3,-a4';}; 


Cl 
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et l’on aura dans les mêmes suppositions que ci-dessus, ii">5, 
pour la différence de la haute à la basse mer sous l’équateur ; mais 
ici, l’instant de la haute mer, est par-tout celui du passage des 
astres au méridien. 

Enfin dans le cas de ou d’une profondeur de la mer , 

ë 

double de la précédente , on trouve 


— o“', 125 i 6 . 
4 -o™va 3 i 6 . 


fi+3.cos.afl] , . , , . / , , /I 

i ^ . (sin. P— i.cos.V+e.sin.V — je.cos.^ J 

(1,0000 -1-0,7504. j :* 5 

l +0, 1 566 . x^4*OjO 1 574 * > .x'. | cos. V.coif ant+a'if-fld' )+e-co8.* v'.cos.f 7-îi^|,7 } ; 

(•f 0,0009.x* } 


et l’on aura dans les mêmes suppositions que ci-dessus , i"*,90 pour 
la différence de la haute à la basse mer , tà l’équateur. 

Si l’on augmente la profondeur de la mer , la valeur de <ty 
diminue j mais cette diminution a une limite, et la valeur de «a 
3 I< 

se réduit bientôt à —, x * . cos. V; on trouve alors , lorsque les deux 

astres sont en conjonction dans le plan de l’équateur, 0“', 98528, 
pour la différence de la haute à la basse mer, à l’équateur j celte 
quantité est donc la limite de cette différence. 

12# La limite que nous venons d’assigner, répond au cas où 
la mer prend à chaque instant, la figure d’équilibre qui convient 
aux forces qui l’animent Dans cette hypothèse, la valeur de 
peut se déterniiner fort simplement , quelles que soient la loi de 
profondeur et la densité de la mer. En effet, elle revient à supposer 
dans l’équation (2) du n\ 1 , que les raouvemens de l’astre et de la 
rotation de la terre sont assez lents, pour que. l’on puisse négliger 
les quantités 


fddü\ /du\ f ddv\ f 


et alors cette équation donne en l’intégrant. 


«y=- 


^V' 


Mécan. c£l. Tome IL 


Ce 
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Ija partie de dépendante de l’action de l’astre L, est par le 
n°. 4 , égale à 

{sin.V — f.cos.V} .('i + 3 .cos.aô^ 

SL 

+ —T* sin, i». COS. 1^. sin. d. cos. d , cos. (nt+'v — 4 ) 

jrS 

5L 

•f — . cos. V. sin.*ô . cos. ( a nt+ S'a- — 2 4 J» 


Supposons que la partie correspondante de «ey , soit égale à cette 
quantité multipliée par une indéterminée Q; ce produit étant 
de la forme ou satisfaisant pour à l’équation aux dif- 
férences partielles, 





/dVCO\ 

ii 

1 /ddycox 

- . w** / 




+ 6 .yc»); 


la partie de a correspondante, à l’action de la couche fluide 
dont le rayon intérieur étant l’unité, le rayon extérieur est i + Af, 

j/jf JJ 

sera par le n®. a, -—.y^*^, ou l’équation 

donnera donc , 




IL 


{sin.V — ï^cos,*!'} •fi + S.cos.aÔ^ 


3L 




• sin.V. cos. i^.sin. 9. cos. Ô.cos. (nt4r‘^'^4) 
, cos. V . sin.“ LcoB.(2nt+2'tr — 24)^ 


Dans l’hypothèse que nous considérons , si le soleil et la lune sont 
en conjonction avec la même déclinaison j alors , 1 exces de la 
haute mer relative à midi , sur la basse mer qui la suit , sera 


3L 


2 r\g 



('1 + • sin.* 5 . cosi* V» 


{i+a.tang.i'.coU}, 
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et l’excès de la haute mer relative à minuit , sur la même basse 
mer , sera à très-peu près , 


32 . 


2 r\g 


i-S) 


.('i -b^^.sin.*â.cos.V. {i— a.lang.^.cotJ},* 


ces deux excès seroient donc entre eux, dans le rapport de 
1 4 - a.tang.i'.çot fl à i — a.tang.i^.cotô ; ainsi pour Brest où 
fl = 46 '’ 26 ' à-peu-près, si les deux astres ont ao" de déclinaison 
boréale, ces deux excès seroient dans le rapport de 1,7963 à 
0,2047 ; c’est-à-dire que le premier seroit environ huit fois plus 
grand que le second. Suivant les observations, ces deux excès 
sont peu différens l’un de l’autre; l’hypothèse dont il s’agit, est 
donc fort éloignée de représenter sur ce point, les observations, 
et l’on voit qu’il est indispensable dans la théorie du flux et du 
reflux de la mer , d’avoir égard au mouvement de rotation de la 
terre , et à celui des astres atlirans. 


Ce '2 
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:2o4 


CHAPITRE IL 


De la stabilité de Véquilibre des mers. 


1 5 . jN ous avons otscrvé dans le n^ 2 , que si la terre nVyant 
])()int de mouvement de rotation, la profondeur de la mer est 
constante ; l’équilibre est stable, toutes les fois que la densité 
moyenne do la terre surpasse celle de la mer : nous allons géné- 
raliser ce tliéoréme , et faire voir qu’il a lieu , quels que soient la 
loi de profondeur de la mer , et le mouvement de rotation de la 
terre. 

llcprenôns les équations générales du mouvement de la mer, 
données dans le n®. 36 du premier Livre , 

^ (S) 

( 6 ) 

ces équations étant relatives à une molécule quelconque de l’inté- 
rieur ou de la surface de la mer, déterminée par les coordonnées 
ô + a?/, + et r+et^; étant le rayon mené du centre 

de gravité de la terre, à la molécule, et gÿ étant égal à gy — F''. 

Si l’on intègre l’équation (5) depuis la surface du sphéroïde 
recouvert par la mer , jusqu’à celle de la mer j on aura 


r'‘. 


5'— r/.s,=yr*cfr. 


{( 



r et s ' étant relatifs à la surface de la mer, et et se rapportant 
à la surface du sphéroïde. En représentant par y , la profondeur 
Ircs-pelite de la mer , on aura r' — r^-¥y] ce qui donne , 


r\ .s'— r/ . = r/ . + 2 r, 5 ^ + y^s' ; 
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et par conséquent, le rayon moyen de la terre, clant pris pour 
unité , on aura à très-peu près , 


et v' étant relatifs à la surface de la mer ; on a pareillement , 

et étant relatifs à la surface du sphéroïde j on a donc 

partant , on aura à très-peu près , 




(«) 


Cette équation n’est pas restreinte , Comme l’équation (i) du n®. i , 
fl la condition que w et v soient les mêmes pour toutes les molé- 
cules situées sur le même rayon : il est facile de voir qu’en remplis- 
sant cette condition , ces deux équations coincident. 

Maintenant, si l’on ajoute l’équation (6) multipliée par 

/ J-. \ 

dr,di/-,d'w 


■(?.)' 


/ dv 

U 




à l’équation ( 7 ) multipliée par dr, dti»dv,[ 
on aura en l’intégrant , 


Pour étendre les intégrales , à la masse entière du fluide 5 il faut les 
prendre depuis r=7;, jusqu’à r=r , depuis fc = — 1 , jusqu’à 
et depuis <27=0 , jusqu’à 'ar=sa 7 r. En intégrant par rup- 
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port à II, et en observant que y' est indépendant de r, on aura 


coiist. 


Aux deux extrémités de l’intégrale, où /u= — i et /!>c = i , on a 
y* (lî7)* ^ 1 — A** ==o • donc 

O = fy , ^dr*V 1 — jbt* + constante ; 

et par conséquent , 


or on a 




partant , 




^^ffy 


dii 


Pareillement , si l’on intègre relativement à w, on a 


Aux deux extrémités de l’intégrale, où 'w=o, et 'w= 2 w, ]a 
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valeur même, puisqu’elle se rapporte à la 

même molécule ^ on a donc 

J'y . •dr + constante = o •, 

partant, 

or on a 


( 


donc, 


et par conséquent, 

p(î)MïXç)/^,(ÏO 

Le second membre de cette équation , se réduit en vertu de l’équa- 
tion(8), auterme— l’équation (9) devient 


=ff8y‘ 


donc, 


= —// dt^.d^.gy. ^ 


(lO) 


Nous ferons abstraction ici de Taclion des astres , pour ne con- 
sidérer que l’action mutuelle des molécules de la mer, et du 



ao 8 MECANIQUE CÉLESTE, 
sphéroïde terrestre. La valeur de est alors due à rattraclion 
d’une couche aqueuse dont le rayon intérieur étant r , le rayon 
extérieur est r + «tj ; r étant à très-peu près égal à Vunilé. On a vu 
dans le n*^. 2 , que étant supposé égal à 

7(o)q.7(-)+r(‘)+y-(3)4.7(4)q. &C.Î 


r'=ï.{rw+|.j'(')+-;>Ew+j.n’>+&c,}j 

P 

or on a généralement , 

lorsque ï et i' sont des nombres différens j on a donc 


I f^y\ 


Par le 11°. 2, on a 7 (°) = o; l’équation (10) devient donc, en l’in- 
tégrant par rapport au temps 

rW‘+(a~).Em‘+&c. ];(il) 


M étant une constante arbitraire. Il est facile de voir que le pre- 
mier membre de cette équation e:çprime à très-peu près , la force 
vive de la masse fluide , en ne considérant que la vitesse relative de 
ses molécules , sur le sphéroïde terrestre. 

M est une constante indépendante du temps t, et qui dépend do 
l’état initial du mouvement de la mer; elle est très-petite , lorsque 
l’on suppose l’ébranlement primitif peu considérable. 

Si P est plus grand que l’unité , la fonction 

sera constamment négative ; elle sera moindre que M , puisque 
le premier membre de l’équation précédente est nécessairement 
positif; &c,, ne doivent donc point contenir d’expo- 

nentielles 
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ncnliclles croissantes , ni d’arcs de cercle ; d’où il suit que Véqui^ 
libre de la mer est stable , si sa densité est moindre que la densité 
moyenne de la terre. 

1 4 * Si la densité de la mer surpasse la moyenne densité de la 
terre j sa figure cesse d’être stable dans un grand nombre de cas. 
On a vu dans le n°. 2 , que la terre n’ayant point de mouvement 
de rotation , et la profondeur de la mer étant constante ; on peut , 
si P est moindre que l’unité , ébranler ce fluide de manière que 
l’équation de sa surface renferme le temps sous la forme d’expo- 
nentielles croissantes j ce qui est contraire à la stabilité de l’équi- 
libre : la même chose a généralement lieu dans le cas où la terre 
ayant un mouvement de rotation, le sphéroïde que recouvre la 
mer est un solide de révolution, quelle que soit d’ailleurs la loi de 
la profondeur de la mer. 

Reprenons l’équation (11) dans laquelle nous supposerons que 
les valeurs de n et de v sont à très-pou près les mêmes pour toutes 
les molécules situées sur le meme rayon. Sup|X)sons qu’à l’origine 

du mouvement , on ait eu , ^ o, 

Le fluide abandonné ensuite à sa pesanteur et a l’attraction de ses 
molécules , a dû prendre un mouvement composé d’une infinité 
d’oscillations simples , telles que l’on a par leur réunion , 

y — a.cos.fi^-f tj-t-a,.cos.('/,/-f ej-f of,.cos.('/a/-l-»J + &c. j 

« , U, , , &c. , étant des fonctions de pt. Les constantes ï, t, , &c. , 
I, f, , &c. , doivent être telles qu’à Torigine du mouvement où 
/ = o, on ail eu, 

a. cos. 2 + a, .cos. t, 4 *o'»*co.s.#,- 4 -&c. = Apc ; 
ui.sin-i4-a,ï,.sin.2, + a,/a.sin.»4-{- &c. = 0. 


Le.s valeurs correspondantes de sont par le n®. 5 , 

de la forme 

— iA,sin.('i/-{-tJ — — &c. ; 

ic.cos. f/^+2^ + /^e,,cos. J + &c. ; 

et elles doivent sc réduire à zéro , lorsque f = o. Cela posé , si l’on 
IVlécAN. CKL. Tome II, Pd 
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substitue les valeurs précédentes, dans l’équation (ii) ; elle de- 
viendra, en l’intégrant par report a r, 


// 


>y,dt,d<s 


.s.iV 








la caractéristique s des intégrales finies, s’étendant à toutes les 
valeurs i, i, , &c. &c. , sont les coefficiens de cos.(îH«j 

dans 7^'^, 7^*^, &c.; P,^'^ P,^‘^ 8cc., sont les coefficiens de 
dans les mêmes quantités, et ainsi de suite. La com- 
paraison des termes indépeiidaus de dans cette équation, donne 


on a ensuite , 


car le fluide peut avoir séparément , chacune des oscillations sim- 
ples relatives aux coefficiens i, i„ &c. , puisqu’on substituant pour 

jj/j et ^ J j, leurs valeurs précédentes, dans les équations [^:/) 

c t (P ) du n®. 3 , les termes aflectés de sin. fiï + ! j et de cos, ( it « j, 
doivent se détruire séparément ; or en ne considérant que l’oscil- 
lation relative à l’angle ii+i, et supposant nuis tous les termes 
relatifs aux autres angles j l’équation (la) donne , en comparant les 
coefficiens de cos. (' 2 /^+ 2 O, l’équation (i4); on a donc eu rassem- 
blant toutes les équations semblables à celte dernière équation, 
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Si l’on retranche cette équation , de l’équation (i 3 ) j on aura 

ff y,diJL,d'tg^'ZA*b^ = M. 

A l’origine du mouvement, on a par la supposition , = hi^-; 

( du \ / dv\ 

^1=0, / ~j=oj l’équation (ii) donne ainsi, 
partant , 


Si P est moindre que l’unité , ou , ce qui revient au même , si 
la densité de la mer surpasse la moyenne densité de la terre , le 
second membre de cette équation est négatif j le premier membre 
est donc pareillement négatif, ce qui est impossible , tant que î*, 
îVj &c., sont positifs ; ainsi dans ce cas , quelqu’une de ces quan- 
tités est négative , et par conséquent , l’expression dej' renferme 
des exponentielles, et l’équüibre n’est point stable. 


DJ a 
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C II A P I T RE II L 

De la manière cV avoir égard, dans la théorie du flux et du 
reflux de la mer ^ aux diverses circonstances qui , dans 
chaque port , influent sur les marées. 

1 5 . Nous aTons supposé dans le premier Cliapitre, que la terre 
est un solide de révolution, et nous avons déterminé dans cetle 
hypothèse , les oscillations de la mer : rapprochons-nous de la 
nature , en donnant à la terre, une figure quelconque. Dans ce cas , 
les inégalités de la première espèce , seront en vertu des résistances 
que la mer éprouve , les memes que nous avons déterminées dans 
le ri®. 7. Relativement aux inégalités de la seconde et de la troisième 
espèce , la valeur dey sera formée d’une suite de sinus et de cosinus 
d’angles proportionnels au temps t ^ et en nommant it^ un de ces 
angles , ou aura 

y ^ F. cos. it-hG. sin. i t ; 
gy — = i^'.cos. it-\- G', sin. it , 

U = H, cos. sin. 1 1 ; 

V = P.cos. i^+Q.sin. 

Ces valeurs substituées dans les équations (^) et {B) du n”. 
donneront les six équations suivantes , en comparant les coclficien.'à 
des sinus et des cosinus de i#, 

i-, fi-+ ani.M. <? = - (J). 

i*.K — 1 — ^ ^ ^ 
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L1 est facile d’en conclure , 


\ y 271 fdG 






i‘~4nV 

fdG’\ y 971 /dt’ 




4hV 







— 4 





En changeant dans celle équation, Z’ en G, en G' et récipro- 
quement, et en changeant le signe des termes multipliés par 

on aura une nouvelle équation entre G, G', F\ qui combinée 
avec celle-ci, déterminera et G, 
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On peut au moyen de ces équations , déterminer généralement 
la loi de la profondeur de la mer, qui rend les oscillations de la 
seconde espèce, nulles pour tous les lieux de la terre. En cfTcl, 
relativement à ces oscillations , i étant très-peu difierent de n , 
on peut supposer i — n y dans les équations précédentes. De plus , 
F et G étant nuis par la supposition , les valeurs de F' et de G', 
sont par le n®. 7, i — /^t*.cos.'», et — i — 

31 étant une fonction de indépendante de /a et de -w. En subs- 
tituant ces valeurs , dans l’équation précédente entre F , F' Qi G' $ 
on trouvera 


fdy\ . 

/, V M.( -r— bsin.'w 


L’équation entre G , G' et F\ donnera 




Vi—ii'-’. 


V 1— 


d’où l’on tire , =0 > conséquent , y égal à 

une constante. Les oscillations de la seconde espèce , ne peuvent 
donc disparoître pour toute la terre , que dans le seul cas où la 
pi'ofondeur de la mer est constante. 

Si les oscillations de la troisième espèce sont nulles pour toute 
la terre , jP et G sont nuis relativement à ces oscillations , et l’on a 
par le n®. 9 , 

F' = N,(l — /tx*^.C0S.2'W y G'= — f^V«sin.2'®r; 

N étant une fonction de t, indépendante de (a et de 'tr. On peut de 
plus, supposer à très -peu près, cela posé, l’équation 

entre i^, F' et G', donnera 

ay.co,.a«. (ày\ + 

0= -.i L. ; 

J— a-O— 

l’équation entre G , G' et F\ donnera 

/J \ f -r^ V cos. a '» 

û'>.8>n.a'ir fdy\ . V I r- ✓ 

I— Vf/ a.^i— fV - 
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cVoii l’on tire = o , et 



Cette elcniière équation donne en l’inlégrant, 

v/ étant une constante arbitraire. Suivant cette valeur Je la 
profondeur de la mer seroit infinie, lorsque i:x=o, ou à l’cqna- 
leur, ce qui ne peut pas cire admis; il n’y a donc aucune lot 
admissible de profondeur de la mer, qui puisse rendre nulles pour 
toule la terre , les oscillations de la troisième espece. 

La rapidité du mouvement angulaire de rotation de la terre, 
relativement au mouvement angulaire du soleil et de la lune, per- 
mettant de supposer i=ny dans les oscillations de la seconde 
espece, et dans les oscillations de la troisième espèce; il 

est facile de conclure de l’analyse précédente , et des n*”. 6 , 8 et 9, 
que si l’on marque d’un trait, pour la lune, les quantités 
4 et r , que nous supposerons se rapporter au soleil; l’élévation «j, 
d’une molécule de la surface de la mer , au-dessus de la surface 
d’équilibre qui auroit lieu sans l’action de ces deux astres, est à 
fort peu près de la forme , 






.siji.vco8.^'.cos.('w^+iy-4“0+^-3in.v'.cosy,cos.{'«/+'tr-4'-^j| 


V 


— .cos.V.cos.aé v- 4 -^^+^-€os.V'.cos.a('/^^+ 


^ f et A étant des fonctions de jw et de «r, dépendantes de la loi 
de la profondeur de la mer. La généralité de cette forme , embraase 
un grand nombre de variétés des pliënomènes des marée» , qui 
peuvent avoir lieu dans les difFérens ports. Lorsque la terre est un 
solide de révolution, il résulte des n“*. 7 et 9, que l’instant du 
maximum ou du minimum des oscillations de k seconde et de la 
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troisième espèce, est le même que celui du passage de l’aslre qui 
les produit, au méridien ; mais on voit par la formule précédente, 
que dans le cas général d’une profondeur quelconque , ces inslaiis 
peuvent cli e fort dilfércns , et les heures des marées peuvent être 
très- variables d’un port à l’autre, conforiiiément tà ce que l’on 
observe. 

Dans plusieurs ports, les oscillations delà seconde espèce, peu- 
vent être insensibles, tandis que dans d’autres ports , on ne remar- 
quera point les oscillations de la troisième espèce. Mais suivant la 
formule précédeide, les maxima ou minima de ces oscillations, 
suivroient d’un même intervalle, les passages de leurs astres res- 
pectifs , au méridien , puisque les quantités ^ et ^ sont les memes 
relativement à chacun des deux astres j or nous verrons dans la 
suite , que ce résultat est contraire aux observations ; ainsi quel- 
qu’étendue que soit la formule précédente, elle ne satisfait pas 
encore à tous les phénomènes observés. L’irrégularité de la profon- 
deur de l’océan, la manière dont il est répandu sur la terre, la 
position la pente des rivages, leurs rapports avec les côtes qui 
les avoisinent , les courans, les résistances que les eaux éprouvent, 
toutes ces causes qu’il est impossible de soumettre au calcul , mo- 
difient les oscillations de cette grande masse fluide. Nous ne pou- 
vons donc qu’analyser les phénomènes généraux qui doivent résul- 
ter des attractions du soleil et de la lune , et tirer des observations, 
les données dont la connoissance est indispensable , pour coin- 
pletter dans chaque port, la théorie du flux et du reflux de la 
mer, et qui sont autant d’arbitraires dépendantes de l’étendue de 
la mer, de sa profondeur, et des chconstances locales du port. 

1 6 . Envisageons sous ce point de vue général , la théorie des 
oscillations de l’océan, et sa correspondance avec les observations. 
On peut considérer la mer , comme un système d’une infinité de 
molécules qui réagissent les unes sur les autres , soit par leur 
pression , soit par leur attraction mutuelle , et qui de plus , sont 
animées par la pesanteur, et par les forces attractives du soleil et 
de la lune. Sans l’action de ces deux dernières forces , la mer scroit 
depuis long-temps en équilibre j la loi de ces forces doit donc en 
régler les mouvemens. 


Pour 
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Pour avoir les forces attractives du soleil et de la lune , sur une 
molécule de la surüice de la mer, déterminée par les coordon* 
nées iî , -zsT et ô , i? étant le rayon mené du centre de la terre k 
la molécule; nommons la fonction 
3L.R^ 

{[sin.^'.cos.O+cos.t'.sin. 9, cos. 4^]* — }} 

3L' R* 

H — {[sin.t/'.cos. ô + cos. f/'.sin.Ô.cos. 


la somme des forces lunaire et solaire, décomposées suivant le 
rayon terrestre, sera ou a en faisant iî=i, après 

la différentiation. La somme de ces forces décomjiosécs perpen- 
diculairement au rayon terrestre , et dans le plan du méridien de la 

molécule , sera enfin la somme des mêmes forces décom- 

•■(K) 


posées perpendiculairement au plan de ce méridien , sera 

Ces expressions sont très-approchées pour le soleil , à cause de sa 
grande distance à la terre , qui rend insensibles , les termes mul- 
tipliés par •^. Elles sont moins exactes pour la lune ; mais les 
phénomènes des marées , ne m’ont rien fait appercevoir qui puisse 
dépendre des forces de l’ordre ^ : peut-être , des observations plus 


exactes et plus nombreuses que celles qui ont été faites, rendront 
sensibles , les effets de ces forces. 

Ne considérons d’abord que l’action du soleil , et supposons qu’il 
se meuve dans le plan de l’équateur, uniformément et toujours à 
la même distance du centre de la terre : les trois forces précédentes 
deviennent , 


— . {sin.'Ô— 5 *f sin.“ 5 .cos.(' 27 z^+av — 24^}; 

3 L 

— .sin, ô.cos. ô. { 14 -cos. C2 7z/+a'^— a4^} > (^) 

3 L 

— f 2 /Zf+U-Î? — 34/ 

MÆcan. cél. Tome XJ, E e 
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3 L 

En vertu des seules forces constantes , . { sin.“ 9 — ^ 

31 » 

— r.sin. ô.cos. 9 , la nier firiiroit imr être en équilibre; ces forces 
2r 

ne font donc qu’altérer un peu la figure permanente qu’elle prend 
en vertu du mouvement de rotation. Mais les trois parties variables 
des forces prccédcntcs doivent exciter dans l’océan j des oscilla- 
tions dont nous allons déterminer la nature. 

Ces forces redeviennent les mêmes à chaque intervalle d’un 
demi-jour; or on peut établir comme un principe général de 
dynamique, que Vétat dhiii système de corps, dans lequel les 
conditions primitives du mouvement ont disparu par les résistances 
qu'il éprouve , est périodique , comme les forces qui V animent*, 
l’état de l’océan doit donc redevenir le même , à chaque intervalle 
d’un demi-jour, eu sorte qu’il doit y avoir un flux et un reflux 
dans cet intervalle. 

Pour le faire voir par un raisonnement qui peut s’appliquer à 
tous les cas semblables , supposons qu’à un instant quelconque a , 
la hauteur de la mer dans un port ait été h, et qu’elle soit redeve- 
nue la même, après les intervalles &c., 

comptés de l’instant ât; est l’instant où la hauteur de la mer 

étoit h, après le nombre i de ces intervalles ; si l’on suppose i très- 
grand , cet instant ne dépendra point des conditions de mouve- 
ment , qui ont eu lieu à l’instant a que nous prendrons pour celui 
de l’origine du mouvement; car toutes ces conditions ont du 
bientôt disparoître par les froltemens et les résistances de tout 
genre , que la mer éprouve dans ses oscillations ; en sorte que le 
mouvement de la mer finissant par n’en plus dépendre, et par se 
rapporter uniquement aux forces qui la sollicitent , il est impos- 
sible de connoître l’état primitif de la mer, par son état présent. 

Imaginons maintenant, qu’à l’instant a plus un demi-jour , 
toutes les conditions du mouvement de la mer aient été les mêmes 
qu’elles étoient dans le premier cas , à l’instant a. Puisque les forces 
solaires sont les mêmes et varient de la même manière dans les 
deux cas ; il est clair que dans le second cas , les intervalles suc- 
cessifs après lesquels la hauteur de la mer sera h , en partant de 
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l’instant a plus un demi-jour , seront comme clans le premier cas , 
, ^tc. J en sorte qu’à l’instcint a + 4- un clcmi*jour , la 
hauteur de la mer sera h ; mais puisque i étant fort grand , l’état 
actuel de la mer est indépendant de tout ce qui a rapport à l’ori- 
gine du mouvement 5 il est visible que l’instant a 4- un dc^mi- 
jour, doit coincider avec quelc[ues-uns des instans où la hauteur 
de la mer est h dans le premier cas ; on doit donc avoir , 
a 4-/^*^ + un demi-jour = a , 
r étant un nombre entier ; partant 

= un demi-jour ; 

d’où il suit que l’état de la mer redevient le même , après l’inter- 
valle d’un demi-jour. 

Il est vraisemblable qu’en supposant la mer entière ébranlée par 
une cause quelconque , les résistances cj^u’elle éprouve , anéanli- 
roient l’eftet de cette cause , dans riiitervallc de quelques mois, 
de manière qu’après cet intervalle, les marées reprendroient leur 
état naturel. On peut juger par-là, du peu d’influence des vents 
qui, quelque violens qu’ils soient, ne sont que locaux et n’ébran- 
lent que la superfleie des mers. Ainsi , en prenant les résultats 
moyens d’un grand nombre d’observations continuées pendant 
plusieurs années , ces résultats représenteront à très-peu près , 
l’effet des forces régulières qui agissent sur l’océan. 

Imaginons une droite dont les parties représentent le temps , et 
sur cette droite , comme axe des abscisses , concevons une courbe 
dont les ordonnées expriment les hauteurs de la merj la partie de 
la courbe , correspondante à l’abscisse qui représente un demi-jour, 
déterminera la courbe entière qui sera formée de celte partie 
répétée à l’infini. Ainsi l’intervalle entre deux pleines mers consé- 
cutives , sera d’un demi-jour, comme l’intervalle entée deux basses»' 
mers consécutives, 

1 y . Déterminons cette courbe , et pour cela , concevons un 
second soleil L, parfaitement égal au premier, et mù de la même 
manière , dans le plan de l’équateur , avec la seule différence qu’il 
précède le premier dans son orbite , de l’angle n't , nf étant égal 

à n — m, tim étant égal à On aura les forces relatives à ce 

£e 3 
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nouveau soleil , en changeant dans l’expression des forces varia- 
bles qui agitent la mer , et que nous avons donnée dans le n®. pré- 
cédent, dans Ces nouvelles forces ajoutées aux précé- 

dentes, produiront les suivantes, 

3L 

~.sin.*ô. {cos.f 27l«+2'sr — 24^ + COS.('2n^+2ir — 24 — 2 n'T)} ; 
ZL 

— .sill.Ô.cos.ô. {cos.(' 2n/+2'»‘-.a4.)+cos.(" a^r— 24~2n'T'^} ; 

3 L 

— — .sinJ. {sill.('2 7Z^-|-2'ar — 24^-|-sin.f2W^+2'23- — 24 — 2 n'T)], 

Si l’on fait 2 L*cos,n'T ; ces trois forces se réduisent aux 
suivantes , 

3 L 

— ^.sin.*ô.cos. ( 2 nt-{‘l'rr — ^4 — n'T) ; 

2 

ZL 

j“.sinJ.cosJ,cos.f272<4-2'î9* — 24 — 

ZL 

— — r'.sinJ. sinYan^-t-a-w — 2-i^‘^n'T), 

2 

Ces dernières forces produisent un flux et un reflux semblable à 
celui qu’cxciteroit l’astre L, si sa masse se cliangeoit en L , , et si 
l’on diminuoit de ^ T, le temps t , dans les forces du n®. précédent 5 
en nommant donc y" l’ordonnée de la courbe des hauteurs de la 

L .y" 

mer, correspondante à l’abscisse t — on aura pour la 

hauteur de la mer produite parles trois forces précédentes. 

Cette hauteur est par la nature des oscillations très-petites , la 
somme des hauteurs de la mer, dues aux actions des deux soleils L; 
car on sait que le mouvement total d’un système agité par de très- 
petites forces, est la somme des mouvemens partiels que chaque 
force lui eût imprimés séparément : c’est ainsi que des ondes légères 
excitées dans un bassin , se superposent les unes aux autres , 
comme elles se seroient disposées séparément sur la surface de l’eau 
tranquille. Cela résulte évidemment de ce que les oscillations très- 
petites sont données par des équations difl’érenlielles linéaires , 
dont les intégrales complètes sont la somme de toutes les intégrales 
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partielles qui y satisfont. Soit donc y l’ordonnée de la courbe des 
hauteurs de la mer, correspondante au temps et y l’ordonnée 
correspondante au temps t — T; y sera la somme de ces hau.- 
teurs 5 on aura par conséquent , 

/ L y 


Maintenant, si l’on développe y' et y^, en séries ordonnées par 
rapport aux puissances de T,- on aura , en négligeant les puissances 
supérieures au quarré , 


y’ 


=y-T. 


dt a * dt^ ^ 


dv d*V 

y —y 8 * 

On a de plus , 

L, = 2L— L.n*r»; 

ces valeurs substituées dans l’équation (0), donnent 

g— 

d’où l’on tire en intégrant , 

B.L ^ , 

y =: -^•cos.(2n^-f 2'®’— 24 — 


J 5 et A étant deux arbitraires dont la première dépend de la gran- 
deur de la marée totale dans le port , et dont la seconde dépend de 
l’heure de la marée , ou du temps dont elle suit le passage du soleil 
au méridien. 

Cette expression dey donne la loi suivant laquelle la mer s’élève 
et s’abaisse. Concevons un cercle vertical dont la circonférence 
représente un intervalle d’un demi-jour, et dont le diamètre soit 
égal à la marée totale , c’est-à-dire , à la différence des hauteurs 
de la pleine et de la basse mer; supposons que les arcs de cette 
circonférence, en partant du point le plus bas , expriment les temps 
écoulés depuis la basse mer; les sinus verses de ces arcs , seront les 
hauteurs de la mer, qui correspondent à ces temps. 

Cette loi s’observe exactement au milieu d’une mer libre de tous 
côtés ; mais dans nos ports , les circonstances locales en éloignent 
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un peu les marées ; la mer y emploie un peu plus de temps à des- 
cendre qu’à monter , et à Brest , la différence de ces deux temps est 
d’envix'on dix minutes. 

Plus une mer est vaste, plus les phénomènes des marées doivent 
être sensibles. Dans une masse fluide , les impressions que reçoit 
chaque molécule, se communiquent à la masse entière j c’est par-là 
que l’action du soleil , qui est insensible sur une molécule isolée, 
produit sur l’océan , des effets remarquables j et c’est la raison pour 
laquelle le flux et le reflux sont insensibles dans les lacs et dans 
les petites mers , telles que la mer Noire et la mer Caspienne. 

On a vu dans le n®. lo , la grande influence de la profondeur 
de la mer , sur la hauteur des marées. Les circonstances locales de 
chaque port , peuvent faire varier considérablement celte hauteur. 
Les ondulations de la mer, resserrées dans un détroit, peuvent 
devenir fort grandes j la réflexion des eaux par les côtes opposées, 
peut les augmenter encore : c’est ainsi que les marées généralement 
fort petites dans les isles de la nier du sud, sont très -considérables 
dans nos ports. 

Si l’océan recouvroit un sphéroïde de révolution, et s’il n’éprou- 
▼oit point de résistance dans ses mouvemens ; l’instant de la pleine 
mer seroit celui du passage du soleil au méridien supérieur ou 
inférieur j mais il n’en est pas ainsi dans la nature , et les circons- 
tances locales font varier considérablement l’heure des marées dans 
des ports meme fort voisins. Pour avoir une juste idée de ces 
variétés, imaginons un large canal communiquant avec la mer, 
en s’avançant fort loin dans les terres. Il est visible que les ondula- 
tions qui ont lieu à son embouchure , se propageront successive- 
ment dans toute sa longueur , en sorte que la ligure de sa surface 
sera formée d’une suite de grandes ondes en mouvement, qui se 
renouvelleront sans cesse , et qui parcourront leur longueur, dans 
l’intervalle d’un demi-jour. Ces ondes produiront à cliuque point 
du canal , un flux et un reflux qui suivront la loi précédente ; 
mais les heures du flux retarderont à mesure que les points seront 
plus éloignés de l’embouchure, Ce que nous disons d’un canal , 
peut s’appliquer aux fleuves dont la surface s’élève et s’abaisse par 
des ondes semblables, malgré le mouvement contraire de leufs 
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eaux. On observe ces ondes, clans toutes les rivières, près de 
leur embouchure ; elles se propagent fort loin , dans les grands 
fleuves , et au détroit du Pauxis , dans la rivière des Amazones , 
à quatre-vingts myriamètres de distance à la mer, elles sont encore 
sensibles. 

1 8 . Considérons présentement l’action de la lune , et supposons 
que cet astre sc meut uniformément dans le plan de réciuateur. 11 
est clair qu’il doit exciter dans l’océan , un flux et un reflux sem- 
blable à celui qui résulte de l’action du soleil : les deux flux par- 
tiels produits par les actions de ces astres^ se combinent sans se 
troubler mutuellement , et leur combinaison produit le flux com- 
posé que nous observons dans nos ports. Cela posé , en marquant 
d’un trait pour la lune, les quantités Z, r, 4» B ^ relatives a 
l’action du soleil \ la hauteur de la mer duc à l’action de la lune, 
sera exprimée par la fonction 
BV 

-j;^. co3, ('anû‘i-2 'tr — a 4' — > 

B' et V étant deux nouvelles arbitraires ; la hauteur entière y de la 
mer , due aux actions réunies du soleil et de la lune , sera donc, 
BL ^ , BV 

y , COS.( 2/î# -f 2 ar— ^4 — COS. (2nt-{- 2 ^ — 24 —2 h.*). 

On voit par cette formule , que la hauteur des marées doit varier 
considérablement avec les phases de la lune. Cette hauteur est 
la plus grande , lorsque les deux cosinus de l’expression de y 
sont égaux k l’unité, etalois, elle est la somme des quantités 
B L B' V 

petite , lorsque le cosinus aflecté du 
plus grand coeflicient , étant i, l’autre cosinus est— i; et alors, 
elle est égale à la difterence des deux quantités précédentes. Si 

|.3 

. BV . , . . 

surpassoit — — , le maximum et le minimum de celte hauteur , 
auroierit lieu , lorsque le premier cosinus seroit i j et par consé- 

quent , ils arriveroient à la meme heure du jour. Mais si — ^ 

B L 

surpassoit la plus petite marée auroit lieu, lorsque le pre- 
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«lier cosinus seroit — i , ou à l’instant de la basse mer solaire ; 
l’heure de celte marée seroit donc à un quart du jour de distance de 
l’heure de la plus grande marée. Voilà donc un moyeu simple de 

B.L B'.V 

reconnoître laquelle des deux quantités et --^77-, est la plus 

grande. Toutes les observations faites dans nos ports , concourent 
à faire voir que la seconde surpasse la première. 

Les constantes arbitraires iS, j 5 ', a et a', donnent lieu à plusieurs 
remarques importantes. Si l’on avoit a == a', la plus grande marée 
auroit lieu au moment de la pleine ou de la nouvelle lune , et 
la plus petite marée arriveroit au moment de la quadrature. Eu 
effet, au moment de la plus grande marée , les deux angles 
SL»(nt-\-'rr — 4 — et — 4 ^ — O soiit égaux à zéro, ou 

à un multiple de la circonférence ; leur différence est pareillement 
nulle , ou multiple de la circonférence; ce qui dans le cas de a = a', 
suppose la lune en conjonction ou en opposition au soleil. Suivant 
les observations faites dans nos ports , la plus grande marée suit 
d’environ un jour et demi , la nouvelle ou la pleine lune ; en sorte 
que 4'— 4 CS* positif et égal au mouvement synodique de la lune, 
pendant un jour et demi; — a est donc négatif, et par consé- 
quent A surpasse a'. 

On aura une juste idée de ce phénomène , en imaginant , comme 
ci-dessus, un large canal communiquant avec la mer, et s’avan- 
çant fort loin dans les terres , sous le méridien de son embouchure. 
Si l’on suppose qu’à cette embouchure , la pleine mer a lieu à 
l’instant môme du passage de l’astre au méridien , et qu’elle em- 
ploie vingt et une heures à parvenir à son extrémité ; il est visible 
qu’à ce dernier point , la marée solaire suivra d’une heure , le 
passage du soleil au méridien ; mais deux jours lunaires formant 
3’"''"*, 070 solaires , le flux lunaire ne suivra que de 3 o' le passage 
de la lune au méridien. Dans ce cas , l’angle a est une heure 
convertie en degrés, à raison de la circonférence entière pour 
un jour; ce qui donne a = 4 o®. L’angle a' est l’intervalle de 3 o', 
converti de la même manière en degrés , ce qui donne a'= Si 
l’extrémité du canal est plus orientale que son embouchure, d’un 
certain nombre de degrés ; il faudra les ajouter aux valeurs pré- 
cédentes 
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céclentes de x et de x', pour avoir leurs véritables valeurs. Dans 
riiypotlièse que nous considérons , B et B' sont les mêmes , et 
Fangle x — x' est égal au mouvement synodique de la lune, dans 
rintervalle de vingt et une heures ; la différence des valeurs de x 
et de x',ne fait que reculer de vingt et une heures, les phénomènes 
des marées qui ont lieu à l’embouchure où x = x', et il est clair que 
ce résultat a également lieu pour un système quelconque d’astres 
mus uniformément dans le plan de l’équateur. 

Imaginons présentement, que le canal dont nous venons de par- 
. dl 

1er, ait deux embouchures : si l’on suppose ~ = la marée qui 

a lieu à la première embouchure par l’action de i, produira à 
l’extrémité du canal , une marée dont la hauteur sera exprimée 
B.L 

par —^^,cos.(2nt-{-2u — 24 — '2mT) y T étant l’intervalle de temps 

que la marée emploie à se transmettre de la première embouchure, 
à l’extrémité du canal. Pareillement, la marée qui a lieu à la 
seconde embouchure, produira à l’extrémité du canal , une marée 

C. h 

dont la hauteur sera représentée par-j;~.cos.f 2//?-i-2a--24-2m!r'^, 

T' étant l’intervalle de temps que cette marée emploie à se trans- 
mettre de la seconde embouchure, h l’extrémité du canal, et le 
cocflicient C dépendant de la liauteur de la marée à cette seconde 
embouchure, La hauteur entière y, de la marée à l’extrémité du 
canal , produite par l’action de l’astre L , sera donc 
B.L ^ CL 

y =r__, C0S.("2/î^ 42 “b -jj-.COS.f 2/14-1-2 t5r-.2*4 — 2mT ), 

$i l’on fait, 

B, = C‘+3BC.cos.3m(T'—Tj! 

. ü.sin. 2 7n r+c .sin. am T' 

Sin. 2 X == ,• 

on aura 

B .L 

y= -~.cos.(‘int-{- 2 'v — 24“*"2x^^. 

On voit par-là , que B^ dépend, ainsi que x^ , de la valeur de m, 
ou de la rapidité du mouvement de l’astre dans son orbite j 
MÉCÀii. cÉii. Tome JL Ff 
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et il est clair que si le canal avoit trois ou un plus grand 
nombre d’embouchures, les valeurs de et de \ seroient plus 

B L B* V 

composées. Le rapport des cocJHciens — j- et — p— , donné par les 
observations des marées, n’est donc point exactement celui des 
forces ^ et — ; il peut être fort différent dans les différons ports, 

cl ce n’est qu’en ayant égard à la différence des valeurs de B et 
de B\ que l’on peut déterminer par les phénomènes des marées, le 
rapport des forces du soleil et de la lune. 

Si dans le cas où le canal que nous venons de considérer , n’a 
que deux embouchures, Cestégalà — B } c’est-à-dire, si la haute 
mer a lieu à la première embouchure , à l’instant où la basse mer 
a lieu à la seconde embouchure j si, de plus, T=T', ou, ce qui 
revient au même, si les deux marées emploient le même temps à 
parvenir à l’extrémité du canal ; on aura = o , et il n’y aura 
point de flux et de reflux à cette extrémité , en vertu des oscil- 
lations dont la période est d’un demi-jour. Ce cas singulier a été 
observé à Batslia, port du royaume de Tunquin, et dans quelques 
autres lieux. 

La grande variété des circonstances locales qui, dans chaque 
port, influent sur les marées, doit donc en produire de considéra- 
bles dans ces phénomènes , et il n’est probablement aucun cas pos- 
sible qui n’ait lieu sur la terre. Mais puisque les constantes jB et a 
seroient les mêmes pour le soleil et la lune , si les raouvemens de 
ces astres étoient égaux j il est naturel de supposer que leurs dif- 
férences sont proportionnelles aux différences de ces niouvemens j 
nous adopterons donc cette hypothèse, et nous verrons qu’elle 
satisfait avec une précision remarquable , aux observations. Nous 
ferons ainsi , 

A = O — mTy 
B ^ P,(i — 2m Q), 

O, T, P et Q, étant les mêmes pour le soleil et la lune. Nous 
donnerons dans la suite, le moyen de déterminer ces constantes , 
dans chaque port, par les observations. 
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I 9. Voyons maintenant, ce qui doit arriver , lorsque le soleil 
et la lune , toujours mus dans le plan de l’équateur, sont assujétis 
à des inégalités dans leurs mouvemens et dans leurs distances. Les 
forces partielles, 

5 L 3 L 

(sin.*â — i et — r.sin. fl.cos. 9 , 

trouvées dans le n°. 16, ne seront plus constantes; mais elles varie- 
ront avec une grande lenteur , et la période de leur variation sera 
d’une année. Si la durée de cette période étoit infinie , ces forces 
n’auroient d’autre efiet, que de changer la figure permanente de la 
mer quiparviendroitbientotà l’état d’équilibre. Mais quoique cette 
durée soit finie, ou a vu dans le n°. 6 , qu’en vertu des résistances 
que la mer éprouve , on peut la considérer comme étant à chaque 
instant, en équilibre sous l’action de ces forces, et déterminer dans 
cette hypothèse , la hauteur correspondante des marées. On a vu 
de plus , que quelle que soit la profondeur de la mer , la hauteur 
des marées , due à l’action de ces forces, est 


{ I -i- 3.C0S. a ) Z. 



Si dans les parties des forces solaires du n®. 16, qui sont 
multipliées par le sinus cl le cosinus de rungle 2nt-{-2 ^ — 2 , on 
substitue au lieu de r et de 4> leurs valeurs ; chacune de ces parties 
se développera en sinus et cosinus d’angles de la forme 2nt^2qt-^2%, 
en sorte que l’on aura , 

3 Z. 

— .sin.*0.cos.2('/2^-}-'^— 4^=sin.*Ls.A.cos.2('/z4— 

—, sin.L cos.L cos.afn/-!- = sin.L co 3 . 9 ,%,^,co 3 . 2 (nt-gt-^ %); 

ZL . ^ 

— . sin. 0 . sin. 2 f/i f + -îy— 4 ^ = sin. ô . 2 . Z', sin. 2 f f ^ f-f O y 

le signe 2 des intégrales finies servant ici à désigner la somme de 
tous les termes de la forme X:,cos.3m, 2 (nt — g t-i’i) ^ dans les- 
quels le premier membre de chacune de ces équations peut se 
décomposer. 


Ff 2 
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Le plus considérable de ces termes, est celui qui dépend de l’angle 
^nt — 2wf+2'7r, et qui produit le flux et le reflux de la mer, 
dans le cas que nous avons examine ci-dessus , où le soleil seroit 
mû uniformément dans le plan de l’équateur, en conservant tou- 
jours la même distance à la terre. Les autres termes peuvent être 
considérés comme le résultat de l’aclion d’autant d’astres particu- 
liers , mus uniformément dans le plan de l’équateur. C’est de la 
cojnbinaison des flux et reflux partiels dus à l’action de tous ces 
astres , que sc compose le flux et le reflux total dû à l’action du 
soleil. 

Si l’on nomme /, la masse de l’astre fictif dont l’action produit 
Je terme dépendant de l’angle ^nt — et a sa distance au 
centre de la terre j on aura 


3L 

— ou 



3 


h 


On a vu dans le n®. précédent, que le soleil étant supposé mû 
uniformément dans le plan de l’équateur, avec un mouvement 
angulaire égal k mt, la partie de l’expression de la hauteur de la 
mer, dépendante de l’angle 2 nt — 2wf+2'3r, est égale à 

P,(i — 2 m Q).^,cos, 2 (nt^^ — 0-\-mT ) , 

les constantes P, Q, O et T étant les mêmes pour tous les astres, 
quel que soit leur mouvement propre ; la somme de toutes les 
marées partielles dues aux actions de tous les astres /, l\ &c. , 
sera donc , 

— 2 qQ),~,cos,2(n t — qt-\-i — 0 -\-qT), 


et par conséquent , clic sera 

aP . ^ ^ ^ 

s, A , cos, 2(71 ^ — qt'i’i — O q P ) 

la différentielle étant prise en supposant nty constant. Mais on a 
par ce qui précède , 

S.X-.cos, 2(nt-^qi-\-i^^O-\-qT) ^ — .COS. 2 — 4 — ^0^ 



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE IV. ‘üq 

le temps t étant diminué de T, dans les variables nt^ 4 et r du second 
membre de cctle équation , et a étant égal à O — n T; la partie de 
la hauteur de la mer, due à raclion du soleil, et dépendante de 
l’angle ' 2 nt-\- 2 a 4 5 est donc avec les conditions précédentes , 

„ L d ( L 1 

P. -jj.cos. 2 f — 4 — |-jj*sin. afn^d- — 4 — j. 


Si l’on transporte h la lune , ce que nous venons de dire du soleil ; 
on trouvera que la partie de la hauteur de la mer, duc à son action, 
cl dépendante du mouvement de rotation de la terre, est 

P. —•cos. 'ST— 4' — ^)+PQ*~^ |^.sin. 2 ('/z^-f 'ST — 4' — 

le temps t devant être encore diminué de 7'', dans cette expression. 
La partie indépendante du mouvement de rotation de la terre, 
sera 


éi 4*3 .cos . L 



En réunissant tous les termes dus à raclion du soleil et de la lune, 
on aura pour l’expression approchée de la hauteur de la mer, 




i + ^.cos.ïîO fL L') 

+ P. |-^•cos. 2( nt’\-<Tsr — 4— A^-p — .cos. 2 (' nt-^'Ts — 4' — Aj| 

d ( L . L ) 

+ PQ.^. .sin-aC zz^-p-sr — I — Aj+— ,sin. 2 ('zzf+'w— 4 ''-'aJ j ,* 


e temps t devant être diminué de P, dans les termes multipliés 
par P et par Q , et la différentielle étant prise en faisant n t 
constant. 

*10» Examinons enfin le cas de la nature , dans lequel le soleil 
et la lune ne sc meuvent pas dans le plan de l’équateur. Nous avons 
donné dans le n*’. 16 , la manière d’obtenir les forces solaires et 
lunaires décomposées purallclcment à trois droites peiqpendicu- 
laires entre elles , et il en résulte , 



a3o MÉCANIQUE CÉLESTE, 

1 ®. Que ces forces décomposées parallèlement au rayon terrestre, 


{ I-j-5.C08. 2^ } CL y r-. /xl 

4 — — 3-sïn- W+'jj-ri— ^-san-V;! 

I L . , 1 

■7.siiî.<^.cos.i^.cos.('nf+v— 4^ j 

^ L! I 

+ -7J. sin.^\cos,f''.cos.('7i^+'o-— 4^,) ) 


4- ’ . sin.’ Û. 


• cos. V. cos. — ’\) 


+ — .C0S.*/«C0S. 2 — 4'^ 


a®, que ces forces décomposées perpendiculairement au rayon ter- 
restre , dans le plan du méridien , sont 

I . sim 2 ô . I ^ . ("i — ' 3 . sin. V; + ^ . ('i— 5 . sin. v| 

! 4^.sin. i/.cos. f'.cos.^^^-f'iy — dj ) 

r c -r I 

+ ~. sin,!''. cos. cos, (nt+'Tr ^4' J \ 


4 sin. 9. cos. 6 


. cos.* P» cos. 


-P ^ , cos.* v' . cos. 2 f ^ ^ + -îsr — 4'^ 


3®. que ces forces décomposées perpendiculairement au plan du 
méridien , sont 


5* cos. 


i- 

•^.sm.i^.cos.i'.sin. 4>) 

+ ^.sin.p'.cos.^\sin.f/2^-f 't>^4'J 


— ♦ cos. V. sin, 2 f/Z< + '5r — 4) 

U 

+ ~.cos.*p'.sia2('nÿ+'«r— 49 
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Les forces partielles , 

_ ('i + 5.coa.a«; . f ; 

j.sin. 2 9. — 3.sin,VJ + ^.('l — 5.sin.V'^| , 


croissant avec une grande lenteur; on peut, comme on l’a vu dans 
le U*, précédent, supposer que la mer est à chaque instant, en équi- 
libre sous l’action de ces forces; et dans ce cas , la valeur de 


( 1+3. cos. 12 ^ 

donnée par le n". 6 , représente la liauteur de la mer, due à l’aclioii 
de ces forces. 

Les forces partielles dépendantes de l’angle 2 72f+a'ar+ &c. , 
peuvent être décomposées en dilTérens termes multipliés par les 
sinus et les cosinus d’angles de la forme On s’as- 

surera , comme dans le n®. précédent , qu’il en résulte dans l’ex- 
pression de la hauteur de la mer, une quantité égale à 

_ fL.cos.^t/ ^ . L'.cos.V - 1 

P* I .C 0 S. 2 (^;î^+‘«r— ^ 7 ^ •C0S.2f/?^+'3r-'4 — 1 

. ^ (L.cos.V . . , ^ L'.cos.V' . ^ , ,, 

+PQ.“. ^ — .sin.2(^7z^+'î?-‘4-^^-l ^, 3 — .5in.2f/î^+'3r-4 j, 

le temps t devant être diminue de T, dans ces termes , et la diffe- 
rentielle étant prise en faisant n t constant. 

Il nous reste à considérer la partie des forces précédentes , qui 
dépend de l’angle n / + -»•+ &c. Cette partie peut se développer en 
termes multipliés par des sinus et cosinus d’angles de la forme 
nt — qt-^i , q étant fort petit relativement à n. Chacun de ces 
termes produit dans l’intervalle d’un jour à-peu-près , un flux et 
un reflux analogues à ceux que produisent les termes dépendans 
de l’angle int — 25 '# + 2 g, avec la seule dilFérence que le flux rela- 
tif à l’angle nt — qt'\-i , n’a lieu qu’une fois par jour , au lieu que 
le llux relatif à l’angle ^nt — 2 qt + 2 i^ a lieu deux fois par jour. 

On trouvera facilement , par l’analyse des n°®. précédons , que la 




L . , ) 

- 5. sin.V^ 1 — o.sin.V ^ j, 
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hauteur de la mer, duc aux forces dont la période est à-peu-près 
d’un jour , peut être rcpréseiilce par la formule , 

• A , l—.sm.v.cos.f/.cos.f >j| 

•f i5. j+^.sin./cos./sin.f/2f-i‘'ff-4 J i 


B et y étant trois constantes arbitraires que l’observation peut 
seule (Icterniiner dans chaque port; les dilFérentielles étant prises 
cil faisant ni constant, cl le temps t devant être diminué d’une 
constante T\ que l’observation peut seule déterminer. 

Si l’on réunit maintenant toutes ces hauteurs partielles de la mer; 
on aura pour sa hauteur entière «jKj 


>«.(■—)* J . 

•f I ^.ün.v.cos.ç,cos.( ) + ^.siti. v'.cos.i''.cos. ('nf+'w-d ' ) | 

^ d ( L . L' , , ) 

I -.sin.^.cos.t'.siii.é/i^+^r-d'-J'^+^T^.sin.t^ .cos.j^ .siiLf -y)\; (O) 

fP.j ^.cos. V.cos. 2 f n<-(.iï-4--)i j +^' cos.V'.cos. ) | 

■^.cos.V.sin, 2 f rt^+'3y-4-^^+^.cos.V.sin.2(' 


expression dans laquelle on doit observer de prendre les différen- 
tielles, en supposant n t constant , et de diminuer le temps t, d’uno 
constante T' , dans les termes multipliés par ^ et et d’une 
constante T, dans les termes multipliés par P et Ç ; ces constantes 
devant être, ainsi que P, >, P, Q, déterminées dans 
diaqiie port , par les observations. 


CITAPITRË 
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CHAPITRE IV. 

Comparaison de la théorie précédente , aux observations» 

21. Développons présentement les principaux plicnomènes 
des marées, qui résultent de Texpression précédente dey, et 
comparons-y les observations. Nous distinguerons ces phénomènes 
en deux classes, l’une relative aux hauteurs des marées , et l’autre 
relative à leurs intervalles , et nous les considérerons à leur maxi- 
mum vers les sysigies , et à leur minimum , vers les quadratures. 

Des hauteurs des marées vers les sysigies. 

Les instans de la pleine et de la basse mer sont déterminés par 
l’équation ^=0} or o« peut, en différentiant l’expression pré- 
cédente de ct^, supposer les quantités v, v\ r, r, et 4' cons- 
tantes , parce que ces quantités variant avec beaucoup de lenteur, 
l’effet de leurs variations est insensible sur les hauteurs de la pleine 
et de la basse mer j car on sait que vers ces deux points de maxi- 
mum et de minimum , une petite erreur dans le temps ty est insen- 
sible sur la valeur de y. On peut négliger pareillement sans erreur 
sensible , le terme de l’expression de <ty , multiplié par B ; car 
les oscillations dépendantes de l’angle et dont la période 

est d’un demi-jour à-peu-près, étant très-petites dans nos ports; 
il est fort vraisemblable que le coefficient B est insensible : nous 
verrons même dans la suite, que Q est très-peu considérable; en 
sorte que nous ferons d’abord , abstraction du terme qu’il multi- 
dy 

plie. L’équation donnera ainsi, 

= I ~.sin.v.cos.(',sin.(' -f sin.f''.cos.*'’,8in.f 

4- i. cos.V.sin. 2 ( 4-’A;4-^,cos.V'.8in. aJ. 

MÉCiiN, cÉL. Tome II, G- g 
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La fraction est Ircs-pelite dans nos ports, et l’on verra ci-après, 

qu’à Brest, clic est tout au plus ~ j on peut donc la négliger sans 
crainte d’erreur sensible. L’équation précédente donne ainsi , 

i . cos. V . sin . 2 f 4-— 4' J 

tang. a -H u— 4— » 

“ . cos. V' + — . cos. V . cos. 2 f 4— 4V 

Il faut maintenant, substituer dans l’expression dey , la valeur de 
n H '3^— 4' déterminée par cette équation. Soit (^) ce que devient 
alors la fonction 


U , |~.sin.^.cos.^.co3.f /î^-f"sr-4“y.)+^-sin.i^'.cos.^'.cos ('«^+'3^-4 




= — 


fl -1-3. cos. 2 ’ j fl 






±P. t/^ ^^.COS.’c^ -|-^.C0S.V.^.C05.V.C0S.S('4'— > 


le signe + ayant lieu pour la haute mer, et le signe — pour la 
basse mer. 

Supposons que cette expression se rapporte à la pleine mer du 
malin j on aura l’expression de la hauteur de la pleine mer du 
soir, en augmentant les quantités variables, de ce dont elles crois- 
sent dans riritervalle de ces deux marées j il faut, par conséquent, 
changer le signe de parce que l’angle n^-{-'sr— 4— y, aug- 
mente d’environ deux angles droits, dans cet intervalle j la petite 
différence pouvant être négligée, à raison de la petitesse Je (^)f 
donc la différence des deux marées d’un même jour. 
Nommons présentement, y' la demi-somme des hauteurs des ma- 
rées du matin et du soir j y sera ce que nous entendrons dans la 
suite , par hauteur moyenne absolue de la marée d^un jour, On aura 
h très-peu près , 
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, ^ + 3.co«.a#J fi ^ 

COS.V^ ^•COS.V'. cos. 3(4-' — 4j + ^7;. CÜS.’f''^ > 


toutes les variables de celte expression, étant relatives â la basx 
mer intermediaire entre les deux marées du matin et du soir, 
et devant par conséquent, se rapporter à un instant qui précède 
de T , cette basse mer. Il est très-vraisemblable que la partie de. 
celte expression, qui n’est pas multipliée par P, se rapporte à 
un instant différent ; mais cette partie est si petite par rapport à 
l’autre, que l’on peut sans erreur sensible, les rapporter toutes 
deux à l’instant qui convient à la plus grande. 

Sir 'on nomme ce que devient l’instant de la basse 

mer intermédiaire entre les deux marées du malin et du soir j la 
hauteur de cette basse mer sera, 


éi+^IJ.cos.aé) fi ^ l ^ *1 

""TT ^‘Sin-V; 

57/ 

^^'Cos-vj +'^.cos.V.^.cos.V.co9.a('4'— 4/+^^‘Cos.V'^ . 


En retranchant cette expression, de la hauteur moyenne absolue de 
la marée du jour ; on aura ce que nous nommerons marée totale^ 
qui n’est ainsi, que l’excès de la demi-somme des deux marées d’un 
jour, sur la basse mer intermédiaire. Représentons cet excès par/'; 
on aura 

- (A)-\- 2 p. cos. -f-^.cos.V.^.cos. V'.cos.af 'v|«'-4/+^^*cos.V' 

Enfin , la différence de deux basses mers consécutives , sera 

Vers le maximum des marées , ou vers les sysigies , l’angle 
4'-^ 4 est peu considérable, puisqu’il est nul au maximum $ on 
aura donc à-peu-près , à l’instant de la pleine mer , ni + if— 4^=^* 

En substituant celte valeur dans la fonction (A)i on aura dans 

Gg Q 
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la supposition où le temps t doit être diminué de T, dans cette 

fonction , comme dans la fonction multipliée par P, 

{ L V . 1 

■JJ . sin. . cos. t' 4- sin. p' . cos. p' | . cos. (k — y). 

(A) étant très-petit , l’erreur de la supposition précédente doit 
être insensible. La fonction ( A') devient à très-peu près , 

(A')=AA^»sin.p.co3. p+ ~.sin.<^'.cos.f''|.8in.f> — aJ. 


On peut même, vu la petitesse de ces fonctions , y supposer a = >', 
ce qui rend (A') nul. Cela posé, si dans les termes multipliés 
par P, des expressions de y et de y", on néglige la quatrième puis- 
sance de 4^ — 4; on aura vers les sysigies , 


.r = 


Yi-f3.co8.aô; fL , ^ ^ . /I 

7 gj- [tî- O — 3. sm.’ p) + -jr,.( 1-5. sm. V j 

+ P . I COS.V + ~ . cos.* p'I 


L L' 

aP.~.cos.V.— .cos V 

ï ; L t; ' 
—•COS.V+— «cos.V 
A 


{4'-4;‘+:^“)/ 


/ = aP. l^.cos.V + ^.cos.V'l 


4P. ^.coSiV.~.co3.V' 

A r ^ 

cos. V + — . cos. V 

fS ffS 




ç étant la variation de l’arc 4'— 4j dans l’intervalle des deux 
pleines mers consécutives. L’addition des termes qui en dépen- 
dent, est fondée sur ce que la véritable valeur de 4^ — 4 de l’ex- 
pression àe y f est la demi-somme des quarrés ^4'— 4>)“> relatifs 
aux deux pleines mers consécutives , et il est facile de voir que 
cette demi-somme est égale à ( 4' — 4/ + i q*, l’arc 4' — 4 se rappor- 
tant ici à la basse mer intermédiaire. Ainsi les variables des deux 
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formules précédentes , se rapportant à cette basse mer , le quarré 
doit pour plus d’exactitude, être augmenté de {q* dans 
l’expression de et de | dans celle de y'\ 

22 . Développons les expressions de y' et de^'', relatives aux 
équinoxes et aux solstices, pour déterminer l’influence des décli- 
naisons des astres sur les marées. Le terme 


fi+S.cos.aO; (L rr • . . ^ ^ . ,1 

• [77 • O — 5 . sm. v; + j;77 • f 1 — 5 . sm. V'; |, 




de l’expression de^', est très-petit j on peut donc y supposer sans 
erreur sensible , que les variables r, v, r, se rapportent à l’ins- 
tant même de la sysigie. Lorsque l’on fait une somme des valeurs 
dey, relatives à deux sysigies consécutives, on peut supposer 
dans le terme précédent, r' égal à la moyenne distance de la lune à 
la terre dans les sysigies j car il est visible que si la lune est apogée 
dans une sysigie, elle est à-peu-près périgée dans la sysigie sui- 
vante. r est à-peu-près égal à la moyenne distance de la terre au 
soleil, dans les sysigies des équinoxes; et si l’on considère autant 
de sysigies vers les solstices d’hiver, que vers les solstices d’été , 
on peut supposer encore r égal à cette distance moyenne. 

La partie P. |■^•cos.V^-^. cos.V'j de l’expression dey', change 

sensiblement dans l’intervalle de quelques jours , et comme elle 
est considérable dans nos ports , il est nécessaire d’avoir égard à 
sa variation. Pour cela , soit t l’inclinaison de l’orbe lunaire à 
l’équateur , et r' la distance de la lune au nœud ascendant de son 
orbite sur l’équateur; on aura sin.i^'= sin. l'.sin.r', et par con- 
séquent , 

cos»V'= 1 — f.sin.S'-b j.sin.V.cos.ar'. 

Nommons t , le temps écoulé depuis le maximum de la marée , 
jusqu’au moment d’une observation quelconque , t étant négatif 
relativement aux observations antérieures à ce maximum ; on aura, 
en négligeant les puissances de supérieures au quarré, et eu 
supposant le mouvement de la lune , dans son orbite , uniforme 
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pendant le temps ^ , ce que l’on peut admettre sans erreur sensible j 

cos. P' =COS.V r- 

dt 


.siii.“e'.sin.2r' — • sin.“e', 


cos.ar 


les valeurs de é»', de r' dans le second membre de celte équation , se 
rapportant à la sysigie. Dans les équinoxes et dans les solstices , 
sin, 2 r' est nul {i-pcu-prèsj en ne considérant ainsilcs sysigies, que 
vers CCS points , le te nue de rexpression de cos.V', multiplié par la 
première puissance de ^ , disparoît de la somme des valeurs dey', 
sur- tout si l’on en considère un assez grand nombre , pour que 
les A aleurs positives et négatives de sin. ar' se détruisent mutuel- 
lement j on aura donc alors, 


cos. V'— cos. V' — 



a.sin.V'}. 


Prenons pour unité de temps , l’intervalle des deux marées consé- 
cutives du matin , ou du soir , vers les sysigies , intervalle d’envi- 
ron 1^”“'', 0271. Soit V , le moyen mouvement synodique de la lune, 
dans cet intervalle j 011 aura dans les sysigies , en ayant égard à 
rargumenl de la variation , qui vers ces points, augmente cons- 
tamment le mouvement lunaire , 


et par conséquent, 

cos.V = cos.V' — i,i 65 . {sin.V— 2.siii.V'}. 

La variation de i peut être négligée , lorsque l’on considère à -la- 
fois , deux sysigies consécutives. On peut négliger pareillement, 
les variations de ~ et de sin. V , comme étant peu sensibles dans 

l’intervalle d’un petit nombre de jours : elles se rapportent d’ail- 
leurs , à l’action du soleil , que nous verrons ci-après , être trois 
fois moindre que celle de la lune. 

XI nous reste à considérer le terme 


L V 

flP . — . cos.V. -n • cos.V' 
r® 

“ L L 

’j^.cos.Vd- ^.cos,V' 


•("4^ — 4/f 
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de l’expression de j'. Si l’on nomme « et r pour le soleil , ce que 
nous avons nommé ♦' et r' pour la lune j on aura à fort peu près, 
en observant que t diffère très-peu de e, et que sin.fr'+r^ est 
à-peu-près nul dans les sysigics des équinoxes et des solstices , 

cos. P, cos. p', ( I'— -4^ = cos. / 


ce qui change le ternie précédent; dans celui-ci , 
„ L V A + e'N 

— .COS.VH-tT'COS- v 
r 


Cela posé ; si l’on nomme Y\ la somme des valeurs de corres- 
pondantes à 2 i sysigies des équinoxes , on aura 


2/4^3. cos.aÔ 


■.{i.O-3.5in.*r;+^.ri-3.sb,*r';} 


+ aiP. .cos,*^+^.cos.*/^'| 


.r 


— 2 /P. — t" 4- ~ ('sin.*« — 3.sin,*^'J -1- 


2I 

-,OOS.-(— ) 

L JJ 

~.cos.*/^ -l-jir^.cos.*^' 


Dans celte expression, cos.*/^, cos.®/^', sin.®)^'' et cos.® j , 
sont les valeurs moyennes entre toutes les valeurs correspon- 


dantes de cosJp, cos,Vy sin.®v, et cos.® relatives aux 2 / 

sysigies. La même expression peut représenter encore la somme des 
valeurs dey dans 2 i sysigies des solstices , dont la moitié se rap- 
porte aux solstices d’hiver. 

Considérons présentement l’expression dey''. Le terme 




fi . i' . , 

\ -Tr.Sin.V.COS.f'd— rr.Sin.V .COS. P 



est très-petit dans nos ports ; il est nul dans les sysigies des équi- 
noxes ; il disparoît encore, de la somme des yaleurs de y\ si l’on 
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considère deux sysigies consécutives , et autant de solstices d’hiver 
que de solstices d’été. En nommant donc Y" la somme des valeurs 
de^^', correspondantes à a/ sysigies des équinoxes, ou aura 


Y"^kiP. |^.COS.'/^+^.C03.‘A"' j 

S I . 1 65 . ("sin . *«' — a sin. ') 


r^.cos.*^+^,cos.*/^' 

1^ 1*3 


cette expression représente encore la somme des valeurs de 
dans a i sysigies des solstices. 

Voyons maintenant ce que les termes dépendans de Q, et que 
nous avons jusqu’ici négligés, ajoutent à ces expressions de Y' et 
de Y". Pour cela, reprenons l’expression (O) de <*/, du n“. ao. 

Dans les équinoxes et dans les solstices , est nul j on peut 

négliger la différentielle de divisée par dty lorsque l’on con- 
sidère l’ensemble de deux sysigies consécutives : nous négligerons’ 


encore , 

PÇ» |~.co3.V.sin,*('/ï^+'y-— 4"— 

h 

Vu la lenteur des variations de 4 et r , et parce que — est trois 

fois moindre que Le terme dépendant de Q, dans la formule (O), 

ajoutera ainsi, à l’expression de <*/, la quantité 
V 

.COS.V .cos.a('«^4-'»— *4 — 

Or on a, 

à\' , ; dr' 

-7-.C0S.V =-r-.cos.e =m .cos.t , 
dt dt * 


m't étant le moyen mouvement de la lune \ le terme précédent 
devient ainsi , 

JJ 

— amTQ.cos.i'.^.cos.afTîfq-'»— »4' — 


De-là 
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De-là il est facile de conclure que dans les sysigies des équinoxes 
ou cos. P =1 h fort peu près , le terme dépendant de Q ne fait 
que changer dans les expressions de Ay , et Y" , L' en. 
L\(i — 2m'Q.co3.i) , et que dans les solstices ou cos. = cos.i', 

Z' se change en Z'.^i — sorte que la différence des 


valeurs de U dans ces deux cas , peut servir à déterminer Q. 

23 . Comparons les formules précédentes, aux observations.^ 
Au commencement de ce siècle , et sur l’invitation de l’Académie 
des Sciences , on fît dans nos ports , un grand nombre d’observa- 
tions du flux et du reflux de la mer : elles furent continuées chaque 
jour à Brest , pendant six années consécutives , et quoiqu’elles 
laissent à desirer encore , elles forment par leur nombre , et par 
la grandeur et la régularité des marées dans ce port , le recueil le 
plus complet et le plus utile que nous ayons en ce genre. C’est 
aux observations de ce recueil, que nous allons comparer nos 
formules. Ces observations étant compliquées de beaucoup de cir- 
constances étrangères à l’action du soleil et de la lune , il faut cri 
considérer un grand nombre , afin que les efiets des causes pas- 
sagères venant à se détruire mutuellement, leur ensemble ne pré- 
sente que l’effet des causes régulières j il faut de plus , par uno 
combinaison avantageuse des observations , faire ressortir les phé- 
nomènes que l’on veut connoître. C’est ainsi que dans la vue do 
déterminer l’effet de la déclinaison des astres , nous avons consi- 
déré à-la-fois , deux sysigies consécutives , dont l’ensemble est 
indépendant à-peu-près , de la variation de la distance de la lime 
à la terre. Pour comparer sur ce point, les observations à la théo- 
rie j j’ai pris dans le recueil cité, vingt-quatre sysigies vers les 
équinoxes , et vingt-quatre sysigies vers les solstices , en consi- 
dérant toujours deux sysigies consécutives. Voici les jours de ces 
gysigies à Brest. 


Sysigies des équinoxes» 

Amiôcs 

171 1. 28 aoiit, 12 septembre, 26 septembre, la octobre. 

1713. 1 septembre, i 5 septembre. 
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1714. 25 août, 8 septembre , 23 septembre, 8 octobre. 

1715. 18 février, 5 mars, 20 mars, 4 avril, 28 août, i 3 sep- 

tembre, 27 septembre, 12 octobre. 

1716. 23 février, 8 mars, 23 mars, 6 avril, 1 septembre, i 5 

septembre. 

Sysigies des solstices. 

Années 

1711. 16 juin , 3 o juin , 25 novembre , 9 décembre. 

1712, 19 juin, 3 juillet, 28 novembre, 1 5 décembre. 

1714. 29 mai, 12 juin, 27 juin, 11 juillet, 21 novembre, 7 dé- 

cembre, 21 décembre. 

1715. 5 janvier, 17 juin, 1 juillet, 26 novembre, 10 décembre, 

25 décembre. 

1716. 9 janvier, 5 juin, 19 juin. 

Dans cliacunede ces sysigies , j’ai pris une moyenne entrclcs deux 
hauteurs absolues des deux marées d’un meme jour , c’est-à-dire , 
la hauteur moyenne absolue de la mer; j’ai considéré le jour qui 
précède la sysigic , et que je désigne par — 1 , le jour de la sysigie, 
que je désigne par o, et les quatre jours qui la suivent, et que je 
désigne par 1, 2 , 3 , 4 . Plusieurs fois, on n’a observé qu’une seule 
des marées de chaque jour ; j’en ai conclu la hauteur moyenne 
absolue , en lui ajoutant la moitié de son excès sur la marée non 
observée , excès qu’une première discussion des observations m’a 
fait connaître à très-peu près, tant dans les sysigies des équinoxes, 
que dans celles des solstices. 

Plusieurs fois encore , la hauteur de la basse mer intermédiaire 
entre les deux marées d’un même jour , n’a point été observée. 
Pour avoir la marée totale, j’ai supposé, conformément à la théo- 
rie , que la différence des marées totales , dans deux jours consé- 
cutifs , est double à fort peu près , de la dilférence des hauteurs 
moyennes absolues correspondantes. J’ai pris un résultat moyen 
entre les marées totales conclues de cette supposition et des ob- 
servations des deux jours entre lesquels étoit compris celui que je 
considérois. 
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Quelquefois, la loi des basses mers observées, incUquoit évi- 
demment une erreur de signe, dans une de ces hauteurs. Dans ce 
cas , j’ai presque toujours regardé comme nulle , l’observation de la 
basse mer , et j’ai conclu la marée totale, par la règle que je viens 
d’exposer. C’est avec ces précautions , que j’ai formé le tableau 
suivant , qui présente la somme des hauteurs moyennes absolues 
et des marées totales , correspondantes à chacun des jours que j’ai 
considérés dans les sysigies précédentes. 

TABLE I. 


Jours. 

— 1 

0 

1 
a 
5 
4 


0 

1 
2 


3 

4 


0 

1 
2 

5 


4 


Sj^sigies des équinoxes. 


Hauteurs moyennes absolues des marées. Marées totales. 

1 29“^*’^“*, 890 128"’®, 988 

l 36 ,079 i 42 ,068 

169 ,85i 149 ,542 

iSg ,962 i5o ,066 

i 37 ,479 i 45 ,826 

i 3 i ,653 i 3 i ,770 

Sysigies des solstices d* été. 

62 ®®,oo 4 58®®,097 

63 ,914 62 ,002 

65 ,028 64 ,095 

65 ,167 64 ,995 

64 ,147 63 ,425 

6x ,914 5 g ,186 

Sysigies des solstices d^hiver. 

.... i . . 65 ™®, 2 ii 6i“®,098 

66 ,466 64 ,967 

67 ,121 67 ,202 

66 ,424 67 ,5oo 

65 ,998 66 ,187 

....... 63 ,674 61 ,425 


Hh à 
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24. Considérons d’abord l’ensemble de ces observations. Oit 
aura relativemenl aux 48 sy.sigics, 

T A B I. E IL 


Jours. 
— 1 

0 

1 
2 
5 
4 


Hauteurs moyennes absolues. Marées totales. 

. . . 257 ™‘‘,io 5 348™'',! 83 

. . . sGo ,449 269 ,0^7 

... 272 ,000 280 ,639 

... 271 ,545 282 ,561 

. . . 2G7 ,G 24 275 ,458 

. . . 267 ,i 4 i 252 , 38 i 


En considerani les variations des Iiauteurs absolues et des marées 
totales de cette table ; ou voit que les plus grandes marées n’ont 
point lieu , le jour même de la sy.sigic, mais du premier au'seconcl 
jour. Déterminons la distance de l’instant du maximum des marées , 
à la sy.sigie , dans les observations précédentes. Pour cela, prenons 
pour unité , l’intervalle de deux marées du matin ou du soir, 
vers Ic.s sy.sigics, cl pour époque , l’instant de la basse mer inter- 
mediaire entre les deux marées du jour qui précède la sysigic. Soit 
pour un jour quelconque voisin de celle phase , a-i- bx — cic®, l’ex- 
pression de la hauteur absolue d’une marée voisine de la sysigic, 
.T étant le nombre des intervalles pris pour unité , dont cette marée 
suit l’époque. Si celte formule se rapporte à une marée du matin ; 
l’expression de la marée du soir du meme jour , sera a + b.(X'\-\) 
— en ne considérant que les inégalités dont la période 

est à-peu-près d’un jour , les seules auxquelles il soit nécessaire 
d’avoir égard ici, parce que les elfels des autres inégalités se com- 
pensent dans les observations de la table H. Si l’on ajoute les deux 
expressions précédentes, la moitié de leur somme sera ce que nous 
avons nommé hauteur moyenne absolue de la marée ^ l’expression 
de cette hauteur est ainsi. 

L’expression de la basse mer intermédiaire , est , suivant notre 
théorie, de la forme 

à^b,(x-\’\)\c.(x\-\y y 
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x+j étant le temps écoulé depuis l’époque, jusqu’à cette basse 
iricrj en nommant donc ce temps, l’expression de la marée 
totale , sera de la forme 

a'^ 2b» t‘—2c, t'. 

Le maximum de cette marée a lieu , lorsque • cette valeur 

est pareillement la valeur de correspondante au maximum de 
la fonction a-\-hx — cæ®. 

Pour déterminer ~ , par les observations , on peut faire usage 

des marées totales de la table II ; mais les hauteurs moyennes abso- 
lues de cette table , ayant été observées avec plus de soin , que 
les marées totales, nous ferons usage de leur ensemble. 

Soient donc/,/', et /'", les six sommes que l’on 

obtient, en ajoutant la hauteur absolue, à la marée totale de chaque 
jour, dans la table IL L’expression analytique de ces sommes sera 
de la forme h \iht — et en y supposant successivement ^ = o, 

#=i, ^ = 2, ^= 5 , ^ = 4 , ^ = 5 , on aura les valeurs de /, /', 
/"> d’où l’on tirera, 


la . ic =/'"+/'— /^—/; 

i,^sio^fiïIz±rzr-±=f^ 

9 

et par conséquent , 


2c 3.rr+r-/--/; ‘ 


En substituant pour /,/', &c., leurs valeurs numériques, on aura 


— = 2,58176. 


L’intervalle dont le maximum de la marée totale , dans les sysigiea 
de la table II, a suivi l’instant de la basse mer intermédiaire entre 
les deux marées du jour de la sysigie , est donc 1,58176. On verra 
ci -apres, que l’intervalle pris pour unité, est à fort peu près, 
ii°’'*’,027o5 ; en le multipliant donc par 1,58176, le produit i', 62455 
exprimera l’intervalle dont le maximum de la marée totale a suivi 
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l’instant de la basse mer du matin du jour de la sysigie. Cet instant 
est l’heure moyenne entre les deux marées de ce jour , et l’on 
trouve par un résultat moyen, qu’elle a été dans les observations 
précédentes , o’ ,39657. On trouve encore , par un résultat moyen, 
que l’heure de la sysigie dans les mêmes observations , a été à 
Brest, o’-,4566jf en sorte qu’elle a suivi la basse mer, deo’ ,o6‘oioj 
elle a donc précédé le maximum de la marée totale , de i’*,56445. 
Mais comme une erreur de quelques mètres dans c<;s observations, 
peut influer sensiblement sur cct intervalle ; il convient de dé- 
terminer d’une manière plus précise , cet élément important de la 
théorie des marées. 

Pour cela , j’ai considéré les hauteurs absolues des marées du 
second jour avant, et du cinquième jour après la sysigie j elles 
sont à-peu-près à égale distance de part et d’autre du maximum 
des marées , et à cette distance , elles varient de la manière la plus 
sensible. J’ai ajouté les hauteurs absolues des marées du matin et du 
soir , du second jour avant chaque sysigie , et lorsque l’on n’a ob- 
servé qu’une seule hauteur, dans un jour, je l’ai doublée. Le recueil 
cité d’observations renferme cent sysigies dans lesquelles j’ai pu 
me procurer des observations semblables. J’ai trouvé 10009”", 470, 
pour la somme des hauteurs absolues des marées des seconds jours 
qui précèdent les sysigies , et ioio”*,886 , pour la somme des hau- 
teurs absolues des marées des cinquièmes jours qui les suivent. 
Mais parmi les hauteurs qui précèdent les sysigies , 86 se rap- 
portent au malin , et ii4 au soir j en prenant donc pour unité , 
l’intervalle de la basse mer du second jour qui précède la sysigie, 
à la basse mer correspondante du jour suivant, l’heure moyenne 
à laquelle se rapporte la première somme , suit celle de la basse 
mer du second jour avant la sysigie , de ~ , ou de o,o35 de cet 
intervalle. Dans la seconde somme, il y a autant de hauteurs du 
matin que du soir ; l’heure à laquelle elle se rapporte , est donc 
celle de la basse mer du cinquième jour après la sysigie. Ainsi le 
milieu de l’intervalle compris entre les instans auxquels ces sommes 
se rapportent , n’est pas exactement le milieu de l’intervalle com-^ 
pris entre l’heure de la basse mer du matin , du second jour avant 
la sysigie , et celle de la basse mer correspondante du cinquième ' 
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jour qui la suit 5 mais il se rapproche de cette seconde limite , de 
0,0175. 

Si les deux sommes ioo9"'®,470, et 10 10"*, 886 étoient égales, ce 
milieu seroit l’instant du maximum des marées ; mais la seconde 
somme surpassant la première, de i™®, 4 i 6 , l’instant de ce maximum 
est un peu plus près de l’heure de la basse mer du cinquième jour 
après la sysigie. La hauteur absolue des marées de ce jour, et du 
second jour avant la sysigie , varie à Brest , de o““,i 48 o 3 , pendant 
une moitié de l’intervalle pris pour unité; en supposant donc qu© 
l’instant du maximum des marées se rapproche d’un centième de 
cet intervalle , vers la seconde limite , la somme des 200 hauteurs 
relatives à la seconde limite, sera augmentée de o"‘%5g2i2 , et la 
somme des 200 hauteurs relatives à la première limite , sera dimi- 
nuée de la meme quantité ; en sorte que la différence de cca deux 
sommes sera i“‘’,i 8424 ; et puisque l’observation donne i^^éibpour 
cette différence , le maximum des marées doit être rapproché par 
cette considération, de 0,01196, de la seconde limite; eu ajoutant 
0,0176, à cette quantité, on aura 0,02946 pour le temps dont le 
maximum des marées se rapproche plus de l’heure delà basse mer 
du cinquième jour après la sysigie, que le milieu de l’intervalle 
compris entre cette basse mer et celle du second jour avant la 
sysigie ; ce temps évalué en parties du jour, est cà fort peu près 
o'’,o3o22. 

Maintenant, le milieu de l’intervalle compris entre ces deux 
basses mers, est le même que le milieu compris entre la basse 
mei' du matin du jour de la sysigie , et la basse mer correspon- 
dante du troisième jour qui la suit ; l’intervalle de deux basses 
mers consécutives du matin , étant alors 1^*, 02706 , ce second 
milieu est éloigné de i^-, 54 o 58 , de la basse mer du matin du jour 
de la sysigie. L’heure de cette basse mer peut être supposée o’ -,39667, 
comme dans les observations de la table II , parce que l’heure 
moyenne à Brest, dos cent sysigies que j’ai considérées , a été de 
o’ -,46013 à-peu-près comme dans les observations de cette table; la 
sysigie a donc suivi de o^’,o 6556 , l’heure de la basse mer du matin, 
et par conséquent elle a précédé de i’-, 47702, le milieu de l’in- 
tervalle compris entre les deux limites. En y ajoutant o^ ,o3oa3, 
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on aura -,50734, pour l’intervalle dont le maximum de la marée a 
Brest , suit la sysigie. C’est la valeur que je supposerai dans la suite , 
à cet intervalle. 

26* Déterminons présentement la loi des variations des hau- 
teurs moyennes absolues des marées, et des marées totales de la 
table II. Pour cela, prenons pour unité, l’intervalle des deux 
marées consécutives du matin ou du soir, vers les sysigies; et 
nommons h ^ la quantité dont l’instant moyen du maximum des 
marées suit le milieu de l’intervalle compris entre les six jours 
d’observation que nous avons considérés. Soit a — 5.^% l’expres- 
sion générale des hauteurs moyennes absolues des marées de la 
table II , t étant la distance à l’instant du maximum. Les hauteurs 
moyennes absolues des marées correspondantes aux jours — 1, o, 
1,2, 3,4, seront , 

a — b,(\-\-Jcy i a — h,(Why 'y a — h,(\->rhy ; a — b. Ci — by ; 

a — b,(\ — ky ; a — b,Cx — ky. 

Si de la somme de la troisième et de la quatrième , on retranche 
Ja somme des extrêmes , on aura 12.^ pour la diflcrencc. Les résul- 
tats de la table U donnent 29”’®, 297 pour cette dilïcrcncc, d’où l’on 
tire 2"'®,44 i 4. 

Si l’on représente semblablement par a — b' A' les marées totales 
de la table II j on trouvera de la même manière , 

5'=5™®,2197. 

Suivant la théorie exposée dans le n®. 22 , h — ~h\ et par consé- 
quent 5 =2®“, 6098. La différence entre cette valeur, et celle-ci, 
2 “",44 i4 que donnent les observations des hauteurs moyennes ab- 
solues des marées , est dans les limites des erreurs des obscrvalions ; 
mais les hauteurs absolues ayant été observées avec plus de soin, 
que les basses mers, nous prendrons pour h , le tiers de lasomme des 
deux valeurs de b et de b\ données par les observations, et pour b\ 
le double de ce tiers ; nous aurons ainsi , 

b =;: 3“®,5537 5 y — 6""’, 1074 

Pour déterminer a et a\ nous observerons que la somme des six 
expressions précédentes des hauteurs moyennes absolues des ma- 
rées 
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xees , est 6 a — 6. {—-1-6. X'*}. Celle forme est par les observalioirs 
de la table II , égale à ; on a donc , 


1 59 1 »"",8(Î2 + r ” 4 “ 6 • ü ®“,5537 


On a de la meme manière , 


1 606*"*, 2.39 + + 6 j . 5 ““, 1 074 


L’iîcure moyenne de lasysigie de la table II a été o’-, 4566 '/ ; en lui 
ajoutant i'-, 60724, distance de la sysigie au maximum de la marée , 
on aura 1^ , 96691 pour la distance de ce maximum , au minuit qui 
précède la sysigie à Brest. L’instant moyen entre les deux marées 
du jour de lasysigie , a été o’ , 3()657 ; en lui ajoutant | de l’inter- 
valle pris pour unité , et qui est égal à i’-, 02706 , on aura i’',937 j 5 
pour la distance du milieu de l’intervalle compris entre les six 
jours d’observation , au minuit qui précède la sy.sigie. Si l’on retran- 
che cette distance, de 1^,96391 ; on aura la valeur de k cxpriniée 
en jours et égale à 0^ ,02676; en la divisant par 1,02706 , on aura 
en parties de l’intervalle pris pour unité , h = 0,026066 3 ce qui 
donne, 

a = 272*"%76o ; 282”%6o6 ; 

ainsi l’expression des nombres relatifs aux hauteurs moyennes 
absolues des marées de la table II , est 


272“%76o — 2™*, 5557 . t' ; 

et l’expression des nombres de Ja même table , relatif aux marées 
totales, est 

2^2“®, 606 — 5 ®®, 1074. 

les valeurs de relatives à tous ces nombres , étant respectivC’- 
ment, 

-^2,626055 3 — 1,626055 ; — 0,626055 3 0,476945 ; 

a, 473945 5 2,473945 3 

En substituant ces valeurs , dans les deux formules précédentes , 
et en comparant les résultats , aux nombres de la table II 3 on verra 
que les erreurs sont très-petites et dans les limites de celles dont les 
observations sont susceptibles. 

Mécan. cél. Tome II* 
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Comparons maintenant, ces formules données par l’observa- 
tion, aux formules dun°. 22 données par la théorie de la pesan- 
teur. Soit e , la hauteur du zéro de l’échelle d’observation , au - 
dessus du niveau d’équilibre, que la mer prendroit sans l’action 
du soleil et de la lune : soit de plus, h la somme des quarrés des 
cosinus des déclinaisons du soleil, auxinstans des phases dans les 
sysigies de la table II , et h' cette même somme relativement à la 
lune J on aura par le n®. 22, 


„ (h.L h'.L'l b ^ 

a'= aP, I = aSa-GoG. 

i r* r'^ J 18 ^ 

On a vu , n®. 1 1, que = o"’*,i 23 i 6 . Lalatitude de Brest étant de 

655685 ''' , on a à très-peu près 2 0 = 928650", En négligeant vis-à- 
3 

vis de l’unité, la fraction — , très-petite , parce que la moyenne 
densité p de la terre , surpasse plusieurs fois celle de la mer j ou 
aura 

éi+S.cos.sO L 
^ ^ \ -y = O”-, 02745. 




Nous verrons ci-après , que dans les 'moyennes distances de la 
jL' 5 L 

lune à la terre , — = — • mais la distance de la lune dans les 

sysigies, est plus petite d’environ 7^, que sa moyenne distance, 
à raison de l’argument de la variation , qui diminue constamment 

la distance lunaire sysigie 5 ainsi l’on a dans les sysigies, — = 

J’ai trouvé que relativement aux 48 sysigies de la table II, on a 
Æ = 44,15399 , Æ'=44,5o8845 

on a donc 


3.('i+3.cos.2tfj 
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et par conséquent, 

48 . 0 — 4 “*, 1666 -H 7. 282""®, 606 — JJ* a™®, 5537 = 27 2'"", 760 ; 
donne , 

e = 2'"®, 827. 

On a ensuite , en réduisant ^ à la moyenne distance de la lune à 
la terre , 

aP.ii.A'. [i+^j + .P. .^= 282 -, 756; 


la fraction 2P. {h — •— étant fort petite, on peut y sup- 
poser. 


£ 


on aura ainsi , 

2P. {^.A'+;^^.A} = 282-, 756; 

d’où l’on tire , 

2 j 




C’est l’expression de la marée totale , qui auroit lieu à Brest , si 
le soleil et la lune se mouvoient uniformément dans le plan de 
l’équateur ; car on a vu dans le n®. 22 , que U dans les sysigies des 
équinoxes, se change dans L'.fi — 2m\ Q.cos. %)y et que dans les 

sysigies des solstices, il se change dans L'.^i — en sorte 

que dans l’ensemble des sysigies de la table II , L' doit être changé 

dans L'. |î — m\Q, Çcos.t' +£?)}'• 


cos. f'+- 


:2 + 4 . 


or on a 


et ce dernier terme peut être négligé par rapport au premier , à 
cause de la petitesse de ('sin.jf'p; L' doit donc , relativemeut aux 
sysigies de la table II, être changé en L',C i — 2m\Q)y comme 
si la lune étoit en mouvement dans le plan même de l’équateur. 

Déterminons la variation des marées , près de leur maximum , 

li 2 
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qui résulte de la théorie de la pesanteur. Pour cela, reprenons 
l’expression de Y" du n“. 22 : Tangle t ayant varié sensiblement 
dans l’intervalle des ^8 sysigies de la table II j il sera détermina- 
avec une exactitude sufTisante pour notre objet , en prenant pour 
cos.“ g', une moyenne entre les quarrés des cosinus des déclinaisons 
de la lune , dans les vingt-quatre sysigies solsticiales de cette table j 
soient donc jy ctp' les sommes des quarrés des cosinus des décli- 
naisons du soleil et de la lune , dans les 24 sysigies des équinoxes, 
et ç, q\ les memes sommes dans les vingt-quatre sysigies des sols- 
tices 3 nous pourrons supposer à très-peu près , 




m- 




Le terme multiplié par dans l’expression de deviendra ainsi , 
rclativemeut aux vingt-quatre sysigies équinoxiales , 


et le meme terme relatif aux 24 sysigies solsticiales , sera 


1; 

yi 




se rapportant ici à la moyenne distance de la lune à la terre. 


J’ai trouvé, 

pz= 25 , 68196 ; p'= 23,75355 5 5 r= 2 o, 452 o 3 j 5^'= 20,75529. 
V est le moyen mouvement synodique de la lune , dans l’intervalle 
de 1^ ,02706, et ce mouvement est de i4i866", en ayant égard à 
rargument de la variation qui augmente constamment ce mou- 
vement dans les sysigies. On aura ainsi — 3”‘®,2o4o. P, pour la valeur 
du terme multiplié par i*, dans l’expression de Y'\ relative aux 
v ingt-quatre sysigies équinoxiales, et — 1“®,8977,^“ pour la valeur 
du même terme relatif aux vingt-quatre sysigies solsticiales ; ce 
terme relatif à l’ensemble de toutes les sysigies , sera donc 
— 5 ®', ICI 7. r. Les observations nous ont donné, dans le n’’. pré- 
cédent, — 5 ®*, 1074./“, pour ce même terme 5 ainsi elles s’accordent 
parfaitement à cet égard , avec la théorie. 
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26. Comparons séparément les observations des sysigies des 
équinoxes , et celles des sysigies des solstices de la table 1. Si Ton 
détermine par la méthode du n°. précédent , les expressions des 
hauteurs absolues et des marées totales des sysigies des équinoxes 
données par les observations de cette table 5 on trouvera 
i 4 o"'‘>j 432 — i“% 58 1 1 . , 

pour l’expression des hauteurs absolues des marées des équinoxes ; 
et i 5 o “%235 — 

pour l’expression des marées totales. On trouvera semblablement, 

1 32 "“’, 328 — O”'*, 97 25. t ' , 

pour l’expression des hauteurs absolues des marées des solstices 5 et 
1 3 2""’, 071 — 

pour l’expression des marées totales correspondantes. 

On voit d’abord que les marées totales, en partant du maximum , 
décroissent plus rapidement dans les sysigies des équinoxes, que 
dans celles des solstices. Ce résultat de l’observation est entière- 
ment conforme à la théorie qui , comme on vient de le voir , 
donne — 3"“',2o4o, et — 1™%8977, pour les coeliîciens de qui 
dilTèrent tres-peu des nombres — S™", 1623, et — i"“’, 945 i, donnés 
par les observations. 

Si l’on suppose , dans les expressions précédentes • on aura 
8 "’",io 4 pour l’excès des hauteurs moyennes absolues des marées 
des équinoxes , sur celles des solstices , et 1 7 "“*, 864 pour l’excès des 
marées totales correspondantes des équinoxes , sur celles des sols- 
tices. Ce second excès est un peu plus que double du premier. Par 
le n^ 22, il doit surpasser le double du premier, de la quantité. 


6 .('i-l -3 cos.2ôj f jf* ^ \ 


O'— ?'>>}> 


qui réduite en nombres, est égale à 2 “®,o 5 o. Les observations don- 
nent i’"®, 656 , pour cette même quantité : la diflerence est dans les 
limites des erreurs dont elles sont susceptibles, 

L’excès 17 '"', 864 des marées totales des sysigies des équinoxes, 
sur celles des solstices , est l’effet des déclinaisons du soleil et de la 
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lune, qui affoiblissent l’action de ces astres sur la mer. Cet excès, 
par le n®. 22, est égal à 


ou à 

or on a par le n**. précédent , 



= 6"*, 2490 ; 

JJ 

de plus, on verra ci-après, que Q) esta très-peu près 

3 X- ^ 

égal — } enfin, on peut supposer ici cos.e'‘= — ; la fonction 

précédente devient ainsi, 

, , üm\Q 

»9"',494+— 16"', 953. 

En l’égalant à l’excès observé, i7™“,864j on pourra déterminer 
a/n'. Q, et l’on trouvera , 

2m',Q= — 0,10657. 

Tl semble donc résulter des observations précédentes , que la rapi- 
dité du mouvement de la lune dans son orbite , augmente à Brest, 
d’environ 7 l’action de la lune pour soulever les eaux de la mer, 
comme elle retarde d’un jour et demi, l’instant du maximum de» 
marées ; mais cet élément délicat doit être déterminé par un plus 
grand nombre d’observations. 

fXy. Comparons enfin, les marées des sysigies des solstices 
d’hiver, à celles des sysigies des solstices d’été de la table I, pour 
avoir l’effet delà variation des distances du soleil à la terre, sur 
les marées. Si l’on ajoute ensemble , les marées totales des jours 
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1 et 2, dans les solstices d’hiver de la table I; on aura 154 ™*, 70a 
pour leur somme. La même somme dans les marées sysigies des 
'olslices d’été est 12g™®, 090, plus petite quelaprécéden te, de 5™®,6i2 5 
ce qui prouve l’influence de la plus grande proximité du soleil, en 
hiver qu’en été , sur les marées. 

Pour comparer sur ce point , la théorie de la pesanteur , aux 
observations ; nommons / , la somme des quarrés des cosinus des 
déclinaisons du soleil dans les sysigies des solstices d’été de la 
table I J nommons î\ la même somme pour la lune. Considérons 
ensuite, que le soleil est d’environ ~ plus près de nous, en hiver 
que dans sa moyenne distance , ce qui augmente d’un vingtième , la 

valeur de ~ , qui , par la raison contraire , est diminuée d’un 

vingtième en été. Cela posé , les formules du n®. 2a , donnent 


pour l’excès que les observations ont donné égal à 5'“®,6i2 ; or on a 


r 

r'3 


LL 

,.3 



6™*, 2490^ 


j’ai trouvé de plus , l = 10,16776 ; t = io, 34 i 3 i ; la fonction pré- 
cédente devient ainsi , 4 ™*, 267 5 ce qui ne diffère que de i"'*,355, du 
résultat de l’observation. 

28# L’effet de la variation des distances à la terre, est beau- 
coup plus sensible pour la lune , que pour le soleil. Afin de com- 
parer sur ce point, la théorie aux observations; j’ai ajouté les 
marées totales du premier et du second jour après celui de la sysi- 
gie, dans douze sysigies où le demi-diamètre de la lune , alors voi- 
sine du périgée , surpassoit 3 o', et dans les douze sysigies voisines 
et correspondantes où le demi-diamètre de la lune , alors voisine de 
son apogée, étoit au-dessous de 28'; j’ai choisi ces deux jours, parce 
qu’ils comprennent entre eux l’instant du maximum des marées 
dont ils sont très-proches. La table suivante renferme les jours 
de ces sysigies , et les marées totales qui leur correspondent. 
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TABLE III. 


Jours de la sysigîe. Marées totales périgées. Marées totales apogées. 

1714. 16 janvier .... 

3 o janvier 10 ’"'^, 654 

i 4 avril i 3 ,629 

29 avril 10 ,778 

10 août lo ,453 

25 août . • . • • i 4 ,126 

8 sept 10 ,61 4 

25 sept i 4 ,539 

8 oct 10 ,681 

23 oct i 3 ,470 

1715. 5 mars i 4 , 3 oo 

20 mars 10 ,986 

4 avril i 4 ,061 

18 avril 10 ,372 

12 oct i 4 , 4 i 5 

27 oct. 10 , 45 i 

11 nov i 3 ,711 

26 nov 9 ,986 

1716. 6 mai • 10 ,244 

21 mai i 3 ,186 

5 juin 9 ,592 

19 juin i 3 ,479 

4 juillet 9 97^0 


19 juillet. • • • • 12 ,i 35 

On voit par cette table , que les marées totales correspondantes 
aux demi-diamètres de la lune , plus grands que 3 o', sont cons- 
tamment plus grandes que celles qui correspondent aux demi- 
diamètres plus petits que 28'. Si l’on ajoute ensemble les marées 
totales relatives aux plus grands demi-diamètres ; on aura 1 64’”*,256, 
pour leur somme. Celle des marées totales relatives aux douze plus 

petits 
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petits demi-diamètres, est i 24 "**, 56 o. La dilîcrcnce de ces deux 
sommes est 39”®, 6961. Voyons ce qu’elle doit être par la théorie. 
^Si l’on néglige , comme on l’a fait dans l’expression de du 
^21 , la quantité (^') qui, dans le cas présent , est insensible, 
soit par elle-même , soit parce que les déclinaisons de la lune ont 
été alternativement boréales et australes dans les observations de la 
table IHj il est visible par cette expression, que l’on aura la 
partie de la différence demandée , relative aux termes dépeudans 
de P, 1°. en prenant le demi-diamètre moyen de la lune , dans 
les vingt-quatre observations de la table , demi-diamètre que jo 
trouve égala 2917^'; 2“. en multipliant dans chaque observation, 
le quarré du cosinus de la déclinaison de la lune , par le cube du 
rapport de son demi-diamètre, à 2917''; 3 ®. en faisant une somme 
de ces produits relatifs aux douze observations dans lesquelles le 
demi-diamètre de la lune surpasse 3 o', somme que je trouve égale à 
1 3 , 5846 , et en en retranchant la somme des memes produits rela- 
tifs aux douze observations dans lesquelles le demi - diamètre de 
la lune a été au-dessous de 28', et que je trouve égale à 9,3628 ; 
4 ®. enfin en multipliant la différence 4,2218 de ces deux sommes , 

par 4 P.“, r étant ici la distance moyenne sysigie de la lune, 

JJ 

ce qui donne 4 P.— .4,2218 , pour la partie de la différence de- 


mandée , qui dépend de P. 

Pour avoir la partie qui dépend de Q , nous observerons que 

par le n**. 20 , cette partie ajoute à l’expression de y, le terme 

__ dV L , , d-l' dr' 

— 2PQ.-J-.— .cos.V .• on a par le n®. 21, -7- C03.V == -r-.cos.t',* 
dt " dt dt 

et si l’on prend pour unité , la moyenne distance de la lune à la 

dr^ m! 

terre, on a à très-peu près ,• le terme précédent devient 

ainsi, -^2m'PQ.^. cos.*'; cos.«' pouvant être supposé égal à 
^ , q' étant la somme des quarrés des cosinus des déclinai- 


sons de la lune dans les vingt-quatre sysigies de la table II, somme 
qui par le 11°. précédent , est égale à 20,75529. On aura donc lapartic 
Mjccan. cél. Tome II» K k 
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Je la différence cherchée , relative à Q , en faisant une somme 
des cinquièmes puissances du rapport du demi-diamètre de la lune 
dans chaque observation périgée, à 2917^', et en en retranchar . 
la même somme relative aux observations apogées j 2°. en mal- 

tipliant le reste, par — On trouve ainsi 
— 8mTÇ.^.6,8o9i , r' se rapportant ici à la moyenne distance 
sysigie de la lune. 

En ajoutant les deux parties dépendantes de P et de Q, la diffé- 
rence demandée sera 

Sm'PQ.^.fi — 2 w'. 2,6873 

4 P. — .fl — %m . 4,2218 -r-pi / 

on a par le n®. 25 , 

2P.^ . f 1— 2 m'. q; = G*"*, 2490, 

la différence précédente devient ainsi , 

4 o“®, 56 .i — 25 ®*, 8 ig. 

’ 1— am'.Q ’ ^ 

En l’égalant à la différence observée 39"’‘’,696i , on trouve 
2 irîQ =o,o 5425 , valeur insensible et d’un signe contraire à celui 
de la valeur déterminée dans le n®. précédent , par les phénomènes 
des marées , relatifs aux déclinaisons. On voit par la grandeur du 
coefficient de 2m', Ç, dans la différence précédente, que les phé- 
nomènes des marées , dépendans de la variation de la distance de la 
lune à la terre , sont très-propres à la déterminer, et il en résulte 
que 2m'. Ç est très-petit et même insensible à Brest. 

En vertu des inégalités de la seconde espèce , ou dont la période 
est à-peu-près d’un jour, les marées du soir surpassent à Brest, 
celles du matin , dans les sysigies des solstices d’été j elles en sont 
surpassées dans les sysigies des solstices d’hiver. Pour déterminer 
la quantité de ce phénomène, j’ai ajouté dans dix-sept sysigies 
vers les solstices d’été , l’excès des marées du soir sur celles du 
malin , le premier et le second jour après la sysigie. Le maximum 
des marées tombant à-peu-près au milieu de ces deux jours 
d’observation , la variation journalière de la hauteur des marées 
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dues aux inégalités de la troisième espèce , est presque insensible 
dans le résultat qui ne doit par conséquent , renfermer que l’excès 
marées du soir sur celles du matin, dû aux inégalités de la 
seconde espèce. La somme de ces excès dans les trente-quatre jours 
d’observation , a été de 

J’ai ajouté pareillement l’excès des marées du matin sur celles 
du soir, dans onze sysigies vers les solstices d’iiivcr. La somme de 
ces excès dans les vingt-deux jours d’observation , a été de 4™%iog. 
En prenant un milieu entre ces deux résultats , l’excès d’une ma- 
rée du soir sur celle du matin , dans les sysigies des solstices d’été, 
ou d’une marée du matin sur celle du soir , dans les sysigies des 
solstices d’hiver , en vertu des inégalités de la seconde espèce , est 
de o““,i 83. 

Cet excès est , par le n*. 21 , égal à 

*xA . .sin. ♦^.cos.^^-f ^•sin.v'.cos. v* | .cos. — y); 

cette fonction est donc égaleào'”%i85.Il est probable que cos.f x — y ) 
diffère peu de l’unité j une longue suite d’observations des basses 
mers du matin et du soir^ fera connoître exactement sa valeur. 

Des hauteurs des marées vers les quadratures» 


Pour déterminer ces hauteurs par la théorie, nous repren- 
drons les expressions complètes de y' et de y*' du n”. 21 , et nous 
observerons que si l’on change 4 ^ dans 100 ® + 4 ^ ou dans 3oo®-l-4^ 
suivant que la lune est vers son premier , ou vers son second quar- 
tier ; on aura , en réduisant et y'" en séries , 4' — 4 étant supposé 
peu considérable , comme cela a lieu vers les quadratures , et en 
négligeant les termes multipliés par Ç , 

+ -P* • cos. V' — cos,* V I 


-Z. L 

2 P. cos.* V. yr* cos.*/ 

ri /i 


-—»QOS»V r.COS.*P 

l'î r’ 
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( L' L ) 

— .cos.V — ^.cos.V I 


V T, i'' 

4r'.-T.cos.V.-77.cos.V 
r 

i.__ ^ 

“,COS.V r.COS.V 

r ’ 




le signe + ayant lieu vers le premier quartier de la lune , et le 
signe —J vers son second quartier. 

L’excès de la marée du soir sur celle du matin à Brest, dans les 
quadratures des équinoxes, est en vertu des inégalités de la seconde 
espèce , 

— 2 ^ . siiip ' . cos. . cos. fA — > j. 


Il en résulte par le n®. précédent, qu’à Brest, la marée du soir 
surpasse celle du matin, dans les quadratures des équinoxes du 
printemps ; elle en est surpassée dans les quadratures des équi- 
noxes d’automne. 

Si dans un nombre 2 i de quadratures vers les équinoxes , on 
considère les hauteurs absolues et les marées totales des jours 
voisins de la quadrature j en nommant Y’ la somme des hauteurs 
moyennes absolues, on trouvera par l’analyse suivant laquelle 7 - 
a été déterminé dans le n®. 22 , 


fli.fi + 3.cos.aS; (L ^ . i' , ^ 

— — sy- • 

+ 2 iP. I ^ . cos'F'— cosi'F I 


sin. 



{r'-r.cos /^'.co3.8 0611. sin. V. ^ 


~.cos.*^ 


~.C08.*^-4.C 


t étant depuis le minimum de la hauteur moyenne absolue des ma- 
rées J jusqu’à l’instant que l’on considère, Iç nombre des intervalles 
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d’une marée , à la marée correspondante du jour suivant , vers les 
quadratures des équinoxes ; r et r' sont les mouvemens du soleil et 
de la lune dans cet intervalle , eu égard à l’argument de la varia- 
tila, qui diminue constamment le mouvement lunaire, dans les 
quadratures j « et sont les inclinaisons des orbes de ces astres, 
à l’équateur, 

La valeur de 7' relative à ai quadratures, dont i sont vers les 
solstices d’hiver, et i vers les solstices d’été , est 


r=~ 


aiYi+3*co8.3^j fl 


■i'-S 

4* U « P. I ^ . cos,’' F'-- . cos,' F I 


™.ri-5.sin.‘rj+^.('i-5.sin.*r';j 




— M,oGn.tang«A 
^ l-.cos.'F — ’*cos,'F. \ 


En nommant 7^, les marées totales correspondantes à 7; on aura 
dans les ai quadratures des équinoxes, 


r'= 4î?. cos.‘>f"- 4.cos.‘^l 

U ’ rî J 


•^.cos.'^ 


+4iP.— .('i*+^j,{r'-r.cos.^".cos.i}‘Ji,oGu.5in.V+^ 

( ;^.cos.‘^'--.cos.*rj 

et dans les ai quadratures des solstices , 

7"= 4fP. |^.co 8,T- i.cos.’^| 

! ^.cos,'F ) 

7r.C0S.*P^ -.COS.*^ \ 

H / 

Enfin, on verra comme dans le n®. aa , que pour avoir égard aux 

termes dépendans de Q, il suffit de changer IJ dans VA i— ) 

\ C 08 , V J 
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dans les expressions relatives aux équinoxes ; et U dans 
Il * ( 1 — Q. cos. 1 ) , dans les expressions relatives aux solslices, 
5 O* Pour comparer ces résultats aux observations, j’ai pris- 
dans le recueil cité , les observations relatives à vingt-quatre sySi- 
gics vers les équinoxes , et à vingt-quatre sysigies vers les sols- 
tices , en considérant toujours deux quadratures consécutives. 
Voici les jours de ces quadratures, à Brest. 

Quadratures des équinoxes. 

Années. 

1 7 1 J . 5 septembre , 19 septembre , 4 octobre , 18 octobre. 

1712. 1 5 mars, 29 mars, 24 août, 8 septembre, 22 septembre, 

7 octobre. 

1714. 18 août, 1 septembre , 17 septembre , 5 o septembre. 

1715. 12 mars, 28 mars, 22 août, 6 septembre. 

1716. 1 mars , i 5 mars, 5 o mars, i 4 avril , 8 septembre, 23 sep- 

tembre. 


Quadratures des solstices. 

1711. 25 juin , 7 juillet. 

1712. 27 mai, 12 juin, 25 juin, 11 juillet. 

1714. 21 mai, 5 juin, 20 juin, 4 juillet, i 4 décembre, 28 dc- 
ceiiibre. 

1716. 26 mai, 8 juin, 24 juin, 8 juillet, 18 novembre, Sdécembre, 
17 décembre, 

1716. 2 janvier, 28 mai, 12 juin, 27 juin, 11 juillet. 

Paurois désiré de considérer autantde quadratures vers les solstices 
d’hiver , que vers les solstices d’été \ mais le défaut d’observations 
ne me l’a pas permis. 

Dans chacune de ces quadratures , j’ai pris une moyenne entre 
les hauteurs absolues de deux marées consécutives , pour former 
ce que je nomme hauteur moyenne absolue des marées. J’ai consi- 
déré d’abord les deux marées du jour de la quadrature ; ensuite les 
deux marées suivantes , puis les deux marées qui les suivent j enfin 
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les deux marées qui suivent ces dernières; en sorte que souvent les 
deux marées dont j’ai considéré rensemble, n’ont point eu Ueulo 
-meme jour. La marée totale est l’excès de la hauteur moyenne abso- 
lu', sur la basse mer intermédiaire. Je désigne par o, i , a, 5, 
les numéros de ces marées, en commençant par celle du jour de la 
quadrature. Plusieurs fois, la hauteur de la basse mer n’a point été 
observée ; quelquefois même , on n’a observé qu’une des deux 
hauteurs de chaque jour. J’ai fait usage , pour suppléer à ce défaut 
d’observations , de la même méthode que j’ai employée pour les 
marées sysigies. J’ai obtenu ainsi, les résultats suivans. 

TABLE I V. 


Quadratures des équinoxes. 


des marées. 

Hauteurs moyennes absolues. 

Marées 

) totales. 

0 . « . 

* • * • 99 " 

‘®, 5 ix 

. . 69 "”, 835 

1 » . . 

. . . . 94 

282 ..... 

. . 58 

,638 

2 ... 

. • . • 96 

»o59 

. • 62 

,383 

0 • • • 

• . . • io 5 

,639 

. . 81 

,342 


Quadratures des solstices» 



0 . . • . 

, . . . io 6 %ii 7 ..... 

. . 82 "’'’, 244 

1 ... 

. . . • 102 

>997 

. . 76 

00 

a . . . . 

. . . . io 3 

,220 

. . 76 

,654 

3 . . , 

. . . • 106 

,760 

. . 84 

,498 


3 1 . Considérons d’abord l’ensemble de ces observations. On 
aura relativement aux quarante-huit quadratures, les résultats 
suivans. 

TABLE V. 


IS'”. des marées. Hauteurs moyennes absolues. Marées totales. 

0 ao5'”®,628 1 Sa*"', 079 

1 197 >*79 ‘34 ,927 

a 199 )*79 ‘âg .037 

5 aia ,399 i65 ,84o 



aC4 MÉCANIQUE CELESTE, 

Prenons pour unité , l’intervalle de deux marées du matin ou du 
soir , vers les quadratures , et pour époque , l’instant moyen entre 
les deux marées du jour de la quadrature à Brest Soit pour un jour 
quelconque voisin de cette phase, a — + l’expression de^ia 

hauteur absolue de la marée; x étant le nombre des intervalles pris 
pour unité , dont cette marée suit l’époque. Si cette expression se 
rapporte à une marée du matin , l’expression de la marée du soir 
du meme jour, sera a — en ne considérant 
que les inégalités dont la période est à-peu-près d’un demi-jour. En 
ajoutant ces deux expressions , la moitié de leur somme sera la 
hauteur moyenne absolue de la mer ; l’expression de cette hauteur 
est ainsi , 

L’expression de la basse mer intermédiaire , est suivant la théorie, 
de la forme 


en faisant donc = l’expression do la marée totale sera de 
la forme 


m — 2 bt-\'<ict*. 

b 

Le minimum de cette marée a lieu , lorsque < = — / cette valeur 

ac 

de t est pareillement la valeur de x , correspondante au minimum 
de la formule a-— 


Pour déterminer ^ , on peut faire usage des marées totales de 

là table V ; mais les hauteurs absolues de la même table , ayant été 
observées avec plus de soin que les marées totales; nous ferons 
usage de leur ensemble. Soient donc y*, les quatre sommes 
que l’on obtient , en ajoutant la hauteur moyenne absolue , à la 
marée totale qui lui correspond dans la table ; l’expression analy- 
tique de ces sommes , sera de la forme k — ibtAr i. et'. En supposant 
successivement t = o, < = i, ^ = 2 , ^=3,on aura les valeurs de 
/, A /% d’où l’on tirera 


4 / 0 =/-/'-^/"+/' 

* M .... 


ib^ 3ïc+* 




et 
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et par conséquent , 


* _ , I f+r-r-r 

se ' 


1,2964. 


On verra ci-après, que Tintervalle pris pour unité, est i’',o52i; 
ainsi , l’intervalle depuis l’époque jusqu’au minimum des marées , 
évalué en jours , est Dans ces observations, l’heure de 

l’époque a été à Brest, o’ , 61 121, et l’heure moyenne de la quadrature 
a été O' , 4683 ; en sorte que la quadrature a précédé l’époque de 
o’-,i438. En ajoutant cette quantité à i’-,3639, on a i’',5o77 pour 
l’intervalle dont le minimum àQ la marée suit la quadrature; ce 
qui diffère très-peu de Pintervalle i»-, 60724, dont on a vu dans le 
11“. 24, que le maximum des marées suit la sysigic : ces deux inter- 
valles sont donc égaux , comme ils doivent l’être par la théorie. 
Nous les supposerons l’un et l’autre de 60724. 

Déterminons la loi des variations des hauteurs moyennes abso- 
lues, et des marées totales, dans les quarante-huit quadratures 
précédentes. Pour cela, prenons pour unité, l’intervalle de deux 
marées consécutives du matin ou du soir vers les quadratures , 
et nommons la quantité dont l’instant moyen du minimum des 
marées a précédé le milieu de l’intervalle compris entre les quatre 
jours d’obser vations. Soit a+èf* l’expression générale des hauteurs 
moyennes absolues de la table t étant la distance à l’instant 
du minimum de ces hauteurs. Les hauteurs moyennes absolues 
correspondantes aux n®’. o, 1, 2, 3, seront 

Si de la somme des deux extrêmes, on retranche la somme des 
deux moyennes ; on aura 46 pour la différence qui par la table Vj 
est égale à 2i“‘,46g ; d’où l’on tire 6 == 5 ”'% 56 'j 2 , 

Si l’on représente semblablement par a' b' t', les marées totales 
de la table V, on trouvera de la même manière , 6' = 10®", 9887. 
Suivant la théorie 6 = 76'= 5"'%4943; la différence entre cette va- 
leur de 6 et la précédente , est dans les limites des erreurs des ob- 
servations. 

Si l’on prend pour 6 , le tiers de la somme des deux valeurs de b 
et de h\ et pour b' le double de ce tiers ; on aura 
6 = 5"‘%4520 ; 6'= io“*,go4o. 

Mécan. cél. Tome 11 , 


L1 
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Pour déterminer a et a\ nous observerons que la somme des quatre 
expressions précédentes des hauteurs absolues des marées , est 
4 a+^*C 5 + 4 . k^). Cette somme est par la table V, égale à 8 i 4 "’% 58 j 5 ; 
on a donc , 

- . 

On trouvera de la même manière , 

, 591“*^883 — ^5 + 4^V- 

a ~ - . 

Pour déterminer h , nous observerons que l’heure moyenne de la 
quadrature à Brest, dans les quarante - huit quadratures de la 
table V, a été o* , 468295 en lui ajoutant i^-, 60724, distance de la 
quadrature, au minimum des marées, on aura i’-, 97665, pour la 
distance de l’instant du minimum des marées , au minuit qui pré- 
cède la quadrature. L’instant moyen à Brest , entre les deux marées 
du jour de la quadrature , a été dans les observations de la table V, 
o’*,6i2i 6 5 en lui ajoutant 7 de l’intervalle pris pour unité , et qui 
est égal à 1 >-,06207 y 2>-, 19026, pour la distance du minuit 

qui précède la quadrature, au milieu de l’intervalle compris entre 
les observations extrêmes delà table. Si Ton en retranche 1^,97 663 5 
la différence o'-, 2 1472 sera la valeur de k , exprimée en jours ; en la 
divisant par 1' *,06207, on aura 0,204096 pour celle valeur expri- 
mée en parties de l’intervalle pris pour unité 5 d’où l’on tire 
<2= i 96 ’°*, 6 o 4 5 a'= i53"’',8865 

ainsi l’expression des nombres de la table V, relatifs aux hauteurs 
absolues des marées , est 

196'"®, 604+ 5"*,4620 . y 

et l’expression des nombres de la même table , relatifs aux marées 
totales , est 

1 55®®,886 -f io“*, 9 o 4 o . t'. 

Comparons maintenant ces formules données par l’observation, 
aux formules du n®. 29 , données par la théorie de la pesanteur. 
Soit e la hauteur du zéro de l’échelle d’observation , au-dessus du 
niveau d’équilibre que la mer prendroit sans l’action du soleil et de 
la lune 5 soit de plus , h la somme des quarrés des cosinus des décli- 
naisons du soleil , aux instans des phases , dans les quadratures de 
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la table V, et K cette même somme relativement à la lune ; on aura 
par le n®. 29 , 


48. e- 


SYi+^.cos.aJ) (h V . 1 

-•{7.('A-33;+;^.rA'-5a;J 




f h'.V 

fc.tl 

[ 

" J 


196”*, 6045 


on a relativement à Brest, par le n®. 25 , 


A + 3.cofi. aô) L 

-,-=: o "', 02745 ; 




mais dans les quarante-huit quadratures que nous considérons , 

la valeur de n’est point exactement égale à sa valeur moyenne. 

La table V comprend vingt-quatre quadratures des équinoxes , 
dix-huit quadratures d’été et six quadratures d’hiver 5 or on a vu 

dans le n®. 27 , que dans les quadratures des solstices d’été , ~ est 

diminué d’un vingtième , et qu’il est augmenté d’un vingtième , 
dans les quadratures des solstices d’hiver j il faut donc multiplier 
L 

la valeur moyenne de — par || pour avoir sa valeur moyenne dans 
les quarante-huit quadratures ; de plus , ^ est moindre d’un qua- 


rantième, dans les quadratures , que dans les moyennes distances, 
à raison de l’argument de la variation j et comme il est à très- peu 
3 Là 

près égal à — dans les moyennes distances , il doit être supposé 


dans les quadratures , égal à . Enfin j’ai trouvé dans les qua- 

dratures précédentes, 

h = 44,16767 J h ' = 44,45074 J 


on a, cela posé , 
3 




L 1 2 
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L’expression des marées totales de îa table V , comparée aux for- 
mules du n®, 39, donne 



h\L' /i.Ll 
j 


+7?*^= i 33 «*, 886 . 


Cette équation a besoin d’une légère correction qui tient à ce que 
dans les quadratures de la table V, il y a dix-huit quadratures 
d’été , et six quadratures d’hiver; or la basse mer de ces quadra- 
tures , correspond à la haute mer solaire du soir, qui, en été , sur- 
passe à Brest , la haute marée solaire du matin , de o’"*,o457 ; il faut 
donc augmenter 133 *"*, 886 , de six fois o™*,o457, pour le rendre indé- 
pendant des inégalités dont la période est à-peu-près d’un jour, et 
alors , on a 

„ ( h'.v h.L) 

— j=i53-,8i9; 

d’où l’on tire , 

e = 3™*,778, 


Les observations des sysigies , nous ont donné dans le n®. 35 , 
e = 3“*,827, La petite différence de ces deux valeurs , dépend-elle 
des erreurs des observations , ou de ce que la mer ne s’abaisse 
pas entièrement à Brest , à la hauteur déterminée par la théorie 
dans les grandes marées, comme je le présume ? C’est ce qu’un plus 
grand nombre d’observations fera connoître. 

Reprenons l’équation 


aP 


\r'^ J 


=:=i55"*,8i9. 


Pour réduire les valeurs de — et de — aux moyennes distances 

du soleil et de la lune, il faut multiplier la somme des quarrés 
des cosinus des déclinaisons du soleil dans les quadratures des sols- 
tices de la table V par ~ , pour avoir égard au nombre plus grand 
des solstices d’été que des solstices d’hiver ; en ajoutant ensuite le 
produit , à la somme des quarrés des cosinus des déclinaisons du 
soleil , dans les quadratures des équinoxes , la somme sera la valeur 
de h dont on doit faire usage. Je trouve ainsi, /s = 43 , 6557 . 

Dans les quadratures, la valeur de ^ doit être diminuée d’un 
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quarantième , à raison de l’argument de la variation, ce qui revient 
à diminuer dans le même rapport, h! qui se réduit alors à 45,3595 j 
on a donc 


3P.|43,3395.^^— 45,6557.^|=a33”*,8i9, 

/ et r étant les moyennes distances du soleil et de la lune à la 
terre. On peut donner à cette équation , la forme suivante , 

3 P. 43 , 3395 . 1^—7] — 2 P.o, 5 i 62 .i = i 33 “', 8 i 9 . 

Dans le petit terme 2 P.o, 3 i 6 a.^, on peut supposer 



on aura donc , 

3P.'43,i8i4.|^— -^1=133"', 819; 

d’où l’on tire , 

[^-7)= 3 "’, 0990- 

Nous avons trouvé dans le n®. a 5 , 



ce qui donne 


L 

Tî 



V L 

ainsi l’on peut supposer à très-peu près , — triple de — . Mais on 


doit observer ici , que ce rapport n’est pas exactement celui des 
masses de la lune et du soleil, divisées respectivement par les cubes 
de leurs moyennes distances à la terre. Il résulte du n®. 25 , que L' 
et L exprimant ces masses, et mt^ exprimant les moyens 
mouvemens de ces astres autour de la terre , le rapport trouvé ci- 


dessus est celui de 


Z'.(i — am.Q) 
p-j 


, L.(i — am.Q) 

a 


il ne peut donc 


r , L 



ayo MÉCANIQUE CÉLESTE, 
insensible, et l’on a vu précédemment que cela a lieu à fort peu 
près dans le port de Brest. 

Déterminons la variation des marées près de leur minimum , 
qui résulte de la théorie. Pour cela , reprenons les valeurs de 
du n®. 29. Soient p et p' les sommes des quarrés des cosinus des 
déclinaisons du soleil et de la lune , dans les quadratures des équi- 
noxes de la table V j soient q et q' les mêmes sommes dans les 
quadratures des solstices de la même table ; on pourra supposer 
dans ces expressions , 

q P* 

cos. P = — ; COS. I • == — : > 

24 24 


le terme multiplié par f dans l’expression de Y'\ relative aux 
vingt-quatre quadratures équinoxiales, devient ainsi, 



r' et r étant les mouvemens de la lune et du soleil , dans les qua- 
dratures , pendant l’intervalle pris pour unité , et qui dans les 
quadratures équinoxiales , est égal à it-, 067496 : on doit observer 
que dans les quadratures , r' est constamment diminué en vertu 
de l’inégalité de la variation. 

Le terme multiplié par t* dans l’expression de JT", relative aux 
vingt-quatre quadratures solsticiales de la table V, devient en di- 
L 

minuant ~ d’un quarantième , parce qu’il y a dix-huit solstices 
d’été sur six solstices d’hiver , 



I 

9M' q.L 


' ( 


r' et r étant les mouvemens de la lune et du soleil dans ces qua- 
dratures , pendant l’intervalle pris pour unité, et qui relativement 
aux quadratures des solstices, est égal à ij-,o 46644 . 
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~ et ~ sontréduits dans ces expressions, anx distances moyennes 
du soleil et de la lune à la terre , dans lesquelles on a 
7 , = — a/’.-=^6"*,î49o. 

J’ai trouvé 


7? = a5,6884i 5 y = ao, 69662 ; ^ = 20,47926 ; ç ' = 25 , j 54 i 22 ; 
on aura, cela posé, 7“*, 8 19 pour le terme multiplié par t% dans 
l’expression de Y'\ relative aux vingt-quatre quadratures équi- 
noxiales, et 2”®, 794, pour le même terme relatif aux vingt-quatre 
quadratures solsticiales. La somme de ces deux termes est io“*, 6 j 3 , 
ce qui diffère très-peu du résultat io"’®,go 4 o , que donnent les ob- 
servations de la table V. 

32 * Considérons séparément, les marées des quadratures des 
équinoxes , et celles des quadratures des solstices. On trouvera par 
la méthode du n”. précédent , 

94”®,o 33 -j- 5'"®,747 . /• , 

4 * 7 “®, 495 . t * , 

pour les expressions des hauteurs absolues et des marées totales 
des équinoxes de la table IV: les expressions des mêmes quantités 
relatives aux marées solsticiales de la même table, sont 
102 ™*, 57 i + i“*, 7 o 5 .^*, 

75”'*,6i7-|-5”‘*,4io.P. 

On voit d’abord que les marées croissent plus rapidement dans les 
équinoxes que dans les solstices , ce qui est conforme à la théorie. 
Suivant les observations, le coefficient de t% relatif aux marées 
totales, est 7’"®, 496 dans les équinoxes , et 5 "'®, 4 io dans les solstices, 
et l’on a vu dans le n“. précédent, que la théorie donne 7’”®, 819 
et 2™®, 794, pour ces mêmes coefficiens : la différence est dans les 
limites des erreurs des observations et des élémens employés dans 
le calcul. 

Si l’on retranche le premier terme de l’expression des marées 
totales des équinoxes, du premier terme de leur expression dans 
les quadratures , la différence 17®®, 147 sera l’effet des déclinaisons 
des astres. Pour le rendre indépendant des marées dont la période 
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est à-peu-près d’un jour , il faut, comme on l’a vu dans le n®. pré- 
cédent , lui ajouter six fois o"'*,o457, et alors il devient i 7 "‘*, 42 i. 
Suivant les formules du n®. 29 , cet efiet est égal à 


H- 3 P- 1 ^. O— (ri-a/»'. Q. cos..';. j , 

ou 

+ Q).(1 -cos. ,').(g'+ ^ j. , 

expression dans laquelle on peut supposer cos.«'= \/^ et qui 
en observant que , 

2 ot'.Ç; = ^ ; aP.I^+^.fi— 3 ni'.Q;|= 6 ”*, 2490 , 


devient 


18»', 861 + — ‘‘'"''P„ .» 5 "»,oi 5 . 


1 — am'.Q 

En l’égalant au résultat de l’observation , i 7 ”*, 42 i , on a 
2 m\ Q = — 0,1061 , 


résultat conforme à celui que les observations sysigies nous ont 
donné dans le n®, 26 , mais d’un signe contraire au résultat trouvé 
dans le n®. 27 , par la comparaison des observations périgées et 
apogées. Il suit de-lk , que l’on peut négliger les termes dépendans 
de Q, jusqu’à ce qu’un très-grand nombre d’observations en ait 
fixé la véritable valeur. 

53 » On a vu dans le n*. 29 , que les marées du soir doivent 
l’emporter à Brest, sur celles du matin, dans les quadratures de 
l’équinoxe du printemps , et que le contraire a lieu dans les ma- 
rées quadratures de l’équinoxe d’automne. Pour vérifier ce phé- 
nomène , j’ai ajouté dans onze quadratures vers les équinoxes du 
printemps , l’excès des marées du soir , sur celles du matin , le 
premier et le second jour après la quadrature. La somme de ces 
excès a été do S®*,! 43 . J’ai trouvé pareillement 3'"“,385 pour la 
somme des excès des marées du matin sur celles du soir, dans treize 

quadratures 
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quadratures vers les équinoxes d’automne. Le milieu entre ces 
observations, donne o’"®,i 38 pour l’excès d’une marée du soir sur 
celle du matin , dans les quadratures de l’cquinoxe du^pr in temps, 
ou d’une marée du matin sur celle du soir, dans les quadratures de 
l’équinoxe d’automne. 

Nous avons trouvé dans len®. 28 , o™®,i 83 pour l’excès des ma- 
rées du soir sur celles du matin , dans les sysigies des solstices 
d’été. Cet excès est au précédent, suivant la théorie , dans le rap- 
L V V 

port de “3 H* ^ ^ ^ ^ 5 ce qui est à fort peu près , le 

rapport des nombres 0,1 83 et 0,1 38 . 

Enfin , j’ai trouvé que l’influence de la variation de la distance 
lunaire, se manifeste d’une manière aussi sensible par les obser- 
vations , dans les marées quadratures , que dans les marées sysigies. 

Des heures et des intervalles des marées , vers les sysigies, 

54 , Reprenons l’équation trouvée dans le n®. 21 , 

'^.cos. V. sin. 2 ( 4 — 49 

tang. 2 . — 4 ^ — ; 

— . cos. V' -f -JJ • cos . V . cos. 2 4 — 49 

et donnons-lui celte forme, 

^ . cos. V' . sin. 2 ( 4' — 4^ 

tang. 2 ( nti-'T — I — . 

cos. V -h — . cos. V' . cos. 2 4'— 4.? 

L’angle 4' — 4 étant peu considérable vers les sysigies, nous pou- 
vons négliger sa troisième puissance ; nous aurons ainsi, 

^.cosV.C^.'— 4^ 

^ . I 

4— . 

— . cos .* v' + -T • cos 

f3 

Considérons l’instant moyen entre les deux pleines mers du même 
jour, instant que nous nommerons heure de la marée totale: l’équa- 
Mécan. cjîx. Tome IL Mm 
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lion précédente aura lieu encore pour cet instant , pourvu que les 
variables, nt^ 4 et 4^ s’y rapportent j or nt-\‘Tr — 4 est l’angle ho- 
raire du soleil, et 4 ' — 4 est nul au maximum de la marée totalej 
en nommant donc TTheure en temps vrai, de ce maximum yVhexxxQ 
vraie de la marée totale d’un jour quelconque , sera 


— .cosV.é4'-“4>) 

’^+L Z ^ 

— ,cos.V'+— .cos.V 


le second terme de cette expression étant réduit en temps, à raison 
de la circonférence entière pour un jour. Soit u , le mouvement 
synodique de la lune dans les sysigies , pendant l’intervalle com- 
pris entre deux marées consécutives du matin ou du soir vers les 
sysigies, intervalle que nous prendrons pour unité; soit t, le nombre 
de ces intervalles , depuis l’instant du maximum dans les sysigies 
des équinoxes ; 4' — 4 sera égal à très-peu près à t* u.cos.»', et l’on 
pourra supposer cos. V'= cos. V; l’heure en temps vrai, de la marée. 


sera donc , 



Dans les solstices , (4' — 4^-cos.i^' est à très-peu près égal à tu, 
et l’on peut supposer encore cos. V' = cos. V ,* l’heure vraie de la 
marée sera donc , 



t dans ces formules, devant être supposé négatif relativement aux 
marées antérieures au maximum. Comparons^y les observations. 

35 , Pour cela, j’ai déterminé les heures des marées totales de 
la table I dans les jours, o, i, a et 5 , en prenant le milieu entre 
les heures des deux pleines mers qui se rapportent au même jour , 
ces heures étant comptées du minuit vrai précédent. J’ai trouvé 
les résultats suivans. 
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TABLE VI. 

Sysigies des équinoxes^ 


Jours comptés de la Heure en temps vrai, de la marco 

sysigie. totale à Brest* 

O*- O'-, 39708 

1 O ,42223 

2 O ,44733 

3 O ,47359 


Sysigies des solstices. 


O* * O’ ,39606 

1 * O ,42692 

2 O ,45369 

5 *« O , 48 i 86 


Considérons d’abord l’ensemble de ces observations. En prenant 
une moyenne entre les heures des marées totales de cette tablé, 
correspondantes au même jour, dans les sysigies des équinoxes, et 
dans celles des solstices; on aura o’-,59657 ; o’-,424o7 ; o'-,45o5i; 
o’-, 477725, pour les heures vraies des marées totales correspon- 
dantes aux jours, o, 1 , 3 , 3. Soit o + l’expression générale de 
ces heures, i étant le nombre des intervalles pris pour unité, 
comptés de l’instant de la marée totale du jour de la sysigie. En 
retranchant l’heure de la quatrième marée, de celle de la première, 
la différence sera égale à 3ô ; d’où, l’on tire 5= o'’,oa7o52. Si de la 
somme des quatre heures précédentes, on retranche 6^, la diffé- 
rence sera 4 a, ce qui donne a =o’-, 69664^ ainsi l’expression de 
ces heures, est 

o’*,59664+o’',o27o52.*'. 

Pour en conclure la constante T du n®. précédent , nous observe- 
rons que quand la marée s’éloigne de i^-, 027502 , de la sysigie, son 
heure augmente de o’ ,027052; or dans les sysigies de la table pré- 

Mm 2 
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cédente, l’heure de la sysigie à Brest a été par un milieu, à o^*, 456675 
en supposant donc que celte heure soit o’-, 46667 — x, l’heure de la 
marée totale sera o'-, 69664 +0,02 7062. ar, et cette dernière heure 
suivra la sysigie, de ijOayoBa.x — o’‘,o 6 oo 5 : maintenant, T est 
l’heure de la marée totale correspondante au maximum , et par le 
n°. 24 , celte marée suit la sysigie de i’’,5o724 ; en égalant donc à 
celle quarililé,lafonction 1,027052,0: — o’-,o 6 oo 5 , on déterminera or, 
et l’on trouvera 


O' ,39664 + 0,027062 . or = O’ ,45793. 

C’est la valeur de T à Brest, et ce seroit dans ce port , l’heure de la 
marée totale solaire , si le soleil agissoit seul sur la mer , en suppo- 
sant cet astre mû uniformément dans le plan de l’équateur. Si l’on 
en retranche un quart de jour; la différence o’-, 18793 seroit dana 
ces suppositions , l’heure de la pleine mer solaire à Brest, comptée 
du minuit ou du midi vrai. 

Déterminons la valeur du coefficient de t\ qui résulte de la loi 
de la pesanteur» On a vu dans le n®. précédent, que ce coefficient, 
dans les sysigics des équinoxes, est égal à 


-TT. y, cos. t 

L ^ 

75+7» 


l’angle v est par le n®. 26, égal à i 4 i 866 '^ : en le divisant p^rr 4 , 
pour le réduire eu parties du jour ; il devient o'-,o 354655 . On peut 

supposer cos. t' égal à ç' étant par le n®. 26 , égal à 20,75629; 

on a d’ailleur» dans les sysigies des équinoxes , ^ 
il faut diminuer cette valeur, d’un trentième; parce que dans l’équa- 
tion ^ = 0, du n®. 21 , les expressions de ^ et de — sont multi- 


pliées respectivement par n — ttï, et n — m\ mt et mt étant les 
mouvemens du soleil et dé la lune; m! — m est un trentième à-peu* 
près de n — m ; on trouvera ainsi o'-, 024679 pour le coefficient 
de t' dans les sysigies des équinoxes, qui résulte de la théorie. 
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Dans les sysigies des solstices , ce coeffîcient est par le n®. pré- 
cédent, égal à 


U 



Nous pouvons supposer cos.i^' = \/ — ce qui donne o' ,o 286 o 3 

pour ce coefficient. En l’ajoutant au précédent , et prenant la moitié 
de la somme J on aura o'-, 02664 i , égal au coefficient de t' que donne 
la théorie, relativement à l’ensemble des sysigies de la table VI; ce 
qui diffère peu du résultat o' ,027052 donné par les observations. 
Pour faire coincider les deux résultats des observations et de la 


théorie , il faudroit augmenter un peu le rapport de — à — , ce qui 

fournit un nouveau moyen de déterminer ce rapport. Mais on dé- 
terminera cet élément important, avec exactitude , en employant 
les différences des heures observées des marées, à trois jours et 
demi à-peu-près de distance départ et d’autre, du maximum des 
marées. Pour cela , j’ai considéré dans le recueil cité d’observa*- 
tions, 98 sysigies, et j’ai ajouté les heures des pleines mers du matin 
et du soir du second jour avant la sysigie , ces heures étant comp- 
tées du minuit vrai , pour les marées du matin, et du midi vrai , 
pour les marées du soir : lorsque l’heure de la marée n’à été obser- 
vée qu’une fois dans un jour , je l’ai doublée ; ce qui m’a donné 
396 observations. J’ai ajouté pareillement, les heures des pleines 
mers du matin et du soir du cinquième jour après la sysigie. La 
somme de ces heures a été 16’ ,997222 relalivement au second jour 
avant la sysigie, et 55 ^-, 386 i 11 pour le cinquième jour après. Leur 
différence divisée par 196 , est égale à o'-,i95862: c’est le retard des 
marées , dans l’intervalle de ces observations. 

Reprenons l’équation du n®. précédent ,. 


— .cos.'i^'.sin. 2 ,( 4 ' — 4 J 

iang.2(nl-h'^ — 4 — ^ — jp 

— rCos.V + cos.V'. G0S.2 ('4'— “4 J 
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Les 98 sysigies que j’ai considérées, ayant été prises indistincte- 
ment vers les équinoxes et vers les solstices , on peut su])poser 
cos.'v' = CO6.V, et 4 ' — 4 égal au mouveineiil synodique de la lune, 
depuis l’instant de la plus grande marée ; or cet instant a tombé à 
fort peu près , au milieu de rintervàllc compris entre les observa- 
tions J on peut donc supposer 2 ( 4 ' — 4 ) égal au mouvement syno- 
dique de la lune , pendant cet intervalle. De plus , l’iicure de la plus 
grande marée est déterminée par réquation nt-l-'o - — 4 — ^ = Oî 
a ( — 4~* est donc le retard de la marée , dans l’intervalle 
compris entre les observations^ ce retard étant évalué en parties du 
quart de cercle , à raison de la circonférence entière pour un jour. 
En le nommant après l’avoir ainsi évalué j on aura 

L 

r'^ tang.fc 

L sin. fl('4' — 4J~‘tang.ia.co8.a{'4' — 4/ 

Les observations précédentes donnent 785448'^/ mais parmi les 
observations qui précèdent la sysigie , 1 12 se rapportent au soir, et 
parmi celles qui suivent la sysigie, 100 seulement se rapportent au 
soir J d’où il est aisé de conclure , que l’intervalle moyen des obser- 
vations acté de 7’, 165249. En supposant cet intervalle également 
partagé par l’instant du maximum de la pleine mer , et en ayant 
égard à l’argument de la variation , on trouve 983284'^, pour le 
mouvement synodique de la lune dans cet intervalle; c’est la valeur 
de 2 .( 4 ' — 4^ •* on aura , cela posé , 

V L 

, ^ = 5 , 055 .-. 

Cette valeur sc rapporte à la moyenne distance de la lune à la terre, 
parce que l’inégalité de la variation, est nulle à fort peu près , aux 
limites de l’intervalle compris entre ces observations ; mais il fautj 
comme on l’a vu , l’augmenter d’un trentième , ce qui donne 



valeur très-approchante de 3 . Les observations des hauteurs et des 
intervalles des marées, concourent donc à faire voir qu’à Brest, 
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l’effet de Faction de la lune sur les marées, est k très-peu près triple 
de celui du soleil. 

36 . Considérons séparément les sysigies des équinoxes, et celles 
des solstices de la table VI. En y appliquant la méthode du n®. pré- 
cédent, on trouvera 

o’‘, 5 g 68 o -{- o’*,OîJ 55 o 3 . l ! , 

pour Fexpression des heures des marées totales dans les sysigies des 
équinoxes, et 

O’*, 59648 + o’-,0286oo. , 

pour cette expression dans les sysigies des solstices. 

L’heure moyenne de la sysigie à Brest , a été o»-,5i6i2 , dans les 
premières sysigies , et o'-, 59722 dans les dernières ; d’où l’on tire T 
égala O’ -,43725 parles observations des sysigies des équinoxes, 
et T égal à o’-, 4584 i par les observations des sysigies des solstices; 
la différence de ces valeurs k celle-ci o>-, 43795 que l’ensemble des 
observations sysigies nous a donnée dans le n®, précédent , est dans 
les limites des erreurs des observations. 

Il résulte des expressions précédentes , que le coefficient do 
ou ce qui revient au même , le retard de la marée d’un jour à 
l’autre, vers les sysigies, est plus petit dans les équinoxes que dans 
les solstices. Ce résultat des observations est confox’ine àla théorie 
qui nous a donné dans le n®. précédent , 0^ ,024679 o^-,o286o5, 

pour ces coefficiens, qui diffèrent peu des coefficiens oj-,o255o5 et 
O' -,028600 , déterminés par les observations. 

3 y. Le retard des marées d’un jour k l’autre, varie très-sensi- 
blement avec les distances de la lune à la terre. Pour comparer sur 
ce point , la théorie aux observations ; j’ai ajouté dans les marées 
périgées de la table III, les heures des pleines mers du matin et du 
soir du jour même de la sysigie, ces heures étant comptées du 
minuit vrai, pour celles du malin, et du midi vrai, pour celles du 
soir. Leur somme est 3^ ,476389. J’ai ajouté de la môme manière , 
les heures des pleines mers du matin et du soir du troisième jour 
après la sysigie , et j’ai trouvé 5 >-, 719444 pour leur somme. La dif- 
férence 2 j-, 243 o 55 divisée par 72, donne o’-,o 3 ii 64 , pour le retard 
des marées d’un jour k l’autre. 
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Pans le? marées apogées de la même table , la somme des heures 
des pleines mers du jour de la sysigie, est 3 '-, 64236 i, et la somnte 
des lieures des pleines mers du troisième jour après la sysigie, est 
5 '-, 3529514. La différence ,687163, divisée par 72, donne o’-, 022 o 44 
pour le retard des marées d’un jour à l’autre. On voit ainsi que 
ce retard est moindre dans l’apogée que dans le périgée de la lune, 
et en comparant le^ résultats précédons aux demi-diamètres de la 
lune dans les observations de la table 111 , on trouve qu’à une 
minute de variation dans ce demi-diamètre, répondent 268'^ de 
variation dans le retard des pleines mers d’un jour à l’autre. 

Voyons ce que la théorie donne sur cet objet. Les observations 
de la table III , ayant été prises indistinctement vers les équinoxes 
et vers les solstices; on peut y supposer 4^ — 4 égal au mouvement 
synodique de la lune dans les sysigies , et cos.*^' == cos.V. Dans ce 
cas , le retard des marées d’un jour à l’autre , vers les sysigies , est 
par le n®. 54 , égal à 

V 

V L ’ 

“f" “T 

y 3 y3 

Mais V est plus considérable dans le périgée que dans l’apogée de la 
lune : on a à fort peu près dans ces deux points de l’orbite , 
r*y=r/*ü^, r/ et u, se rapportant à la moyenne distance sysigie 
de la lune ; l’expression précédente devient ainsi , 



On a vu précédemment que ^3= J niais cette valeur doit 

. ' , JJ L 

être diminuée ici d’un trentième, ce qui donne 

j’ai trouvé d’ailleurs dans les sysigies périgées de la table III, 

I* ^ 

~ =1,0,6067, et dans les sysigies apogées -^ = 0,93043; enfin on 

a , en réduisant v/ en temps , à raison de la circonférence pour un 

jour, 
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jour, w^== o’’^o354655 J cela posé, la formule précédente donne 
o’‘,o3i 1 25 pour le retard journalier des marées sysigies périgées de 
la table IIIj et o'-, 022272 pour le retard journalier des marées sysi- 
gies apogées , ce qui diffère très-peu des retards observés , o' ,o5 1 1 54 

et o’*, 022044. 

Des heures et des intervalles des marées vers les quadratures, 
38. Si dans l’équation 

V , . 

cos. V . sin. 2 (^4 — 4 - ) 

tang. 4— .x; = jr ' > 

— . cos. V + -TT. cos. V' . cos. 2 (-V 4^ 

r 

on change 4^ dans loo®4‘4^ ou dans ooo'’^-4^ suivant que la lune 
est vers son premier ou vers son dernier quartier; et si l’on con- 
sidère d’ailleurs que 4' — 4 étant peu considérable vers ces points, 
on peut négliger sa troisième puissance ; on aura 

~,cos.V'.^4' — 4^ 

n £> " ■ ' — £ f 

--.COS.V r.C03.*f^ 

f-y 

eu nommantdonc T, l’heure vraie du minimum de la marée totale ; 
l’heure vraie d’une marée voisine de la quadrature , sera 

^.cos.V'.f4' — 4^ 

T 

— .COS.V' r.COS.V 

les angles 4 et 4' étant co4nptés de la quadrature. 

4 '.co 3.<^' est le mouvement de la lune dans son orbite , vers les 
quadratures des équinoxes; soit r' ce mouvement, pendant l’in- 
tervalle de deux marées consécutives du matin ou du soir vers les 
quadratures , intervalle que nous prendrons ici pour unité 5 soit t 
le nombre de ces intervalles depuis le minimum de la marée totale , 
jusqu’à celle que l’on considère 3 on aura 4'« cos. v' = ^'t. En nom- 
mant r le mouveipent du soleil , pendant l’intervalle pris poui' 
Mécan. Tome IL Nn 
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nui té , on aura 4 = r cos. t ; l’heure vraie de la marée totale sera 
donc vers les quadratures des équinoxes , 


f r' 


r'3 * ^ [ cos.v' 

^ ♦ C/UÏ>* 5 / • f' 


. r J- 

— .COS.V r-.COS.V 

f'3 


Dans les quadratures des solstices, on a 4 ^= r'.^.cos./; 4 ^ 
riieure de la marée totale est donc alors, 


L 


—.cos.V . 

< r .cos. 6 }.t 

r'î 

t cos.V J 


•7r.cos.‘<^' -.cos.V 

r ^ 


Comparons ces résultats aux observations, 

3 g# Pour cela , fai déterminé les heures des marées totales de 
la table IV, correspondantes aux n®*. o, i, a et 5 , en prenant le 
milieu entre les heures des deux pleines mers qui se rapportent 
au même n®. , ces heures étant comptées du minuit vrai précédent. 
J’ai trouvé les résultats suivans. 


TABLE VII. 
Quadratures des équinoxes. 


.N“*. des marées Heures en temps vrai , de la marée 

totales. totale à Brest, 

0 o', 6 o 566 

1 o ,66126 

a o ,72411 

5 o ,77816 


0 

1 
s 
5 


o’', 6 i 863 
o , 663 ii 
o ,70933 
o ,76866 


Quadratures des solstices. 
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Considérons d’abord l’ensemble de ces observations. En prenant 
une moyenne entre les lieures des marées totales de cette table , 
correspondantes au même n“. dans les quadratures des équinoxes , 
et dans celles des solstices ; on aura o’',6i 2i5, o^’-, 66218; o’-, 71672; 
O’-, 76835 , pour les heures vraies des marées totales correspon- 
dantes aux n®*. 0, 1, 2 , 5 . En appliquant ici la méthode du n°. 35 , 
on trouvera pour l’expression de ces heures , 

O’ ,6 11 76+ O'-, 062067. i', 

t' étant le nombre des intervalles pris pour unité , comptés de 
l’instant de la marée totale du jour de la quadrature. Pour en con- 
clure la constante T des formules du n°. précédent , nous obser- 
verons que quand la marée s’éloigne de 1' , 062067 , de la quadra- 
ture, son heure augmente de o’ , 062067 ; or dans les quadratures 
de la table VII, l’heure de la quadrature à Brest, a été par un 
milieu , à o’-, 46828 ; en supposant donc que cette heure soit 
o'*, 46828 — a:, l’heure de la marée totale sera, o’-, 61 176+0, 062067. a-, et 
cette dernière heure suivra la quadrature , de 1,062067. a' + o’ 1 4547 - 
Maintenant, T est l’heure de la marée totale correspondante au 
minimum^ et par le n®. 24 , cette heure suit la quadrature, de 
ij-, 60724; en égalant donc à cette quantité , la fonction o’*,6ii75 
+ 0'*, 062067. A, on déterminera a, et l’on trouvera, 
o' ,61 176 + o'^, 062067 • ^ ~ o’ -,67924. 

C’est l’heure du minimum de la marée totale à Brest dans les qua- 
dratures. Cette heure doit surpasser d’un quart de jour, l’heure du 
maximum de la marée totale, que nous avons trouvée dans le 
n®. 35 , égale à o’ -,43793. Cependant la différence de ces heures 
n’est que de o'', 24 i 3 i , plus petite d’environ 87, qu’un quart de 
jour. Cela paroît indiquer une anticipation dans l’heure de la pleine 
mer à Brest , à mesure qu’elle est plus petite : nous avons déjà 
observé un effet analogue , dans la hauteur du zéro de l’échelle 
d’observation , au-dessus du niveau de la mer, déterminée par les 
marées sysigies et par les marées quadratures. Ce sont vraisem- 
blablement de légers écarts de la supposition dont nous sommes 
partis, savoir que les deux flux partiels, solaire et lunaire, se 
superposent l’un à l’autre , comme ils se seroient disposés séparé- 

Nn U 
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ment, sur la surface du niveau de la mer ; ce qui n’a lieu que dans 
le cas des ondulations infiniment petites. 

Déterminons la valeur du coellicient de t ' qui résulte de la loi de 
la pesanteur. On a vu dans le n®. précédent, que ce coefficient 
dans les quadratures des équinoxes , est égal à 


2 / f r' 1 

--.COS.V . 1 ; r.COS.S > 

r ^ ( €08. V ) 

X? ^ • 

--.COS.V r.COS.V 

r 3 


On peut supposer cos.V — —/?', et par le n®. 3i, 20,69652. 

On a pareillement, cos.V = et parle même n®., /7 = 23,6884i; 
L' L 

de plus , — — , dans les quadratures , et celte valeur doit être 

diminuée d’un trentième : r' est le moyen mouvement de la lune 
vers les quadratures , dans l’intervalle de deux marées d’un jour à 
l’autre , vers les quadratures des équinoxes , intervalle égal à 
, 06760 J et ce mouvement doit être diminué à raison de l’argu- 
ment de la variation : T est le moyen mouvement correspondant du 
soleil j enfin, on peut supposer cos.^é^^^', et par le n®. 3i , 
g = 20,47926. On trouvera , cela posé , o^-,o6425 , pour le coefficient 
de t , donné par la tliéorie , dans les quadratures des équinoxes. 
Dans les quadratures des solstices , le coefficient de ô est égal k 


L' 

» ' f 



77* 

cos. ^ • 1 

A • vUOf t 

cos.t/ j 

L' 

. cos. V'— 

L 

— ,C 03 .*y 
r* 



Ici cos.V' = ^ 7', et 25,75422; cos.V = ~ç^, et 5^=20,47926. 
r et r' sont les mouvemens du soleil et de la lune , dans l’inter- 
valle de deux marées d’un jour à l’autre vers les quadratures des 
solstices, intervalle de i^-,o4644; le mouvement de la lune devant 
être diminué à raison de l’argument de la variation : de plus , 
L' L . 

— = ^ — y mais comme il y a dix-huit quadratures d’été et six 
quadratures d’hiver, dans les observations de la table VII, la 
valeur de ^ doit être diminuée d’un quarantième ; enfin , il faut 
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L' 

diminuer d’un trentième, — ; on trouvera, cela posé, o'‘,o4528, 

pour le coefficient de donné par la théorie, dans les quadra- 
tures des solstices. En réunissant les deux cocfficiens relatifs aux 
équinoxes et aux solstices , la moitié o’*,o5476 de leur somme , sera 
le coefficient de t, dans toutes les observations de la table 'VIL Ce 
coefficient est , suivant les observations , o’ ,052067 ; la différence 
est dans les limites des erreurs des observations et des clémens 
employés dans le calcul. 

Considérons séparément les observations des quadratures des 
équinoxes , et celles des quadratures des solstices de la table VIL 
En y appliquant la méthode précédente , on trouvera pour l’heure 
des marées totales vers les quadratures des équinoxes , 

O’ -,60605+0' -,0.57493. , 

et pour l’heure des marées totales vers les quadratures des solstices, 
o’-,6i744+o’-,o46645. 

L’heure moyenne de la quadrature à Brest, a été o^-,444i8 dans les 
premières quadratures , et o'-,49259 dans les secondes j d’où l’on 
tire T égal à 0^ ,67919, par les observations des quadratures des 
équinoxes, et T égal à o»-, 67905 par les observations des quadra- 
tures des solstices. La différence de ces valeurs à celle-ci o'-, 67924, 
donnée par l’ensemble des équinoxes et des solstices, est dans les 
limites des erreurs des observations. 

11 résulte des expressions précédentes , que les cocfficiens de 
ou ce qui revient au meme, les retards de la marée d’un jour à 
l’autre , vers les quadratures , sont plus grands dans les équinoxes 
que dans les solstices. Ce résultat des observations est conforme à 
la théorie qui nous a donné o’-,o6425 et o*-,o4528, qui different peu 
des coefficiens o'-,o574g3 , et o'-,o46643 , déterminés par les obser- 
vations. La différence seroitplus petite encore , si l’on avoit égard 
aux troisièmes puissances de +'—4, que nous avons négligées , et 
qui deviennent sensibles , sur-tout vers les quadratures des équi- 
noxes. 

4o. Le retard des marées d’un jour à l’autre , vers les quadra- 
tures, augmente dans les marées périgées, et diminue dans les 
marées apogées 5 mais ce phénomène , dû à la variation de la dis- 
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lance lunaire , est moindre dans les marées quadratures que dans 
les marées sysigies. Pour comparer sur ce point, la théorie aux 
observations , j’ai ajouté dans onze quadratures dans lesquelles le 
demi-diamètre de la luneétoit au-dessous de vingt-huit minutes , les 
retards des marées, tant du malin que du soir, du jour même de 
la quadrature , jusqu’aux troisièmes marées correspondantes qui 
les suivent , et j’ai trouvé 3 ' ,26667 pom’ la somme de ces retards. 
J’ai ajouté pareillement dans les onze quadratures correspondantes 
dans lesquelles le demi-diamètre de la lune surpassoît vingt-neuF 
minutes et demie , les retards des marées tant du matin que du 
soir , depuis le jour même de la quadrature , jusqu’aux troisièmes 
marées correspondantes qui les suivent j et j’ai trouvé 3’-,593o6, 
pour la somme de ces retards. La somme des demi - diamètres 
lunaires étoit de 00222", dans les onze premières quadratures , et 
de 32728" dans les onze dernières ; ainsi 2606" d’accroissement 
dans la somme de ces demi-diamètres , ont produit o’-, 12659 d’ac- 
croissement, dans la somme de ces retards ; d’où il résulte qu’une 
minute d’accroissement dans Je demi-diamètre de la lune, produit 
84 ", d’accroissement dans le retard des marées d’un jour à l’autre , 
vers les quadratures , accroissement qui est à très-peu près le 
tiers de celui qui correspond à la même variation du demi-dia- 
mètre lunaire dans les sysigies , et qui par le n®. 57 , est de 258 ". 

Par le n®. cité, le retard des marées d’un jour à l’autre vers les 
sysigies , est 



en supposant r' = r/ — <rr, l’accroissement du retard des marées, 
correspondant à la diminution — J/, sera 



H étant le retard moyen des marées d’un jour à l’autre, vers 
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les sysigles. On trouvera de la meme manière , par le n'’. 07 , 


R 


r /3 r? J 


L L 


pour l’accroissement du retard des marées correspondant à — 
dans les quadratures, R! étant alors, le retard moyen des marées 
d’un jour cà l’autre. Maintenant , on peut supposer sans erreur 

sensible, = dan s ces expressions, ce qui les réduit à 

R' Sr' ^ 4 r, 

et “ 9 a , par ce qui précède , /? = 2706'^, R! = 6207"; 

ainsi le premier retard étant supposé de 258 '', le second sera de 90" : 
les observations donnent 84 "; la théorie sur ce point est donc d’ac- 
cord avec elles. 


4 l. Nous pouvons maintenant, réduire en nombres, l’ex- 
pression de la hauteur de la mer , à un instant quelconque, au- 
dessus de sa surface d’équilibre , expression que nous avons don- 
née dans le n°. 20. On a vu précédemment, que les termes de celte 
expression , multipliés par B et par Q , sont insensibles à Brest. 
On peut d’ailleurs , vu la petitesse de ^ , supposer sans erreur 
sensible, dans le terme qu’il multiplie, La constante a est 

l’intervalle dont la marée solaire suit à Brest , le passage du soleil 
au méridien , cet intervalle étant réduit en degrés , à raison de 4oo* 
pour un jour -, or l’ensemble des observations des marées sysigies 
nous a donné pour cet intervalle, o’-,i8793 , et l’ensemble des ob- 
servations des marées quadratures donne pour le même intervalle, 
O' , 17924 : le milieu entre ces deux résultats, est o’-,i 8358 ; en le 
réduisant en degrés , on aura 75^,432 ; c’est la valeur que nous assi- 
gnerons à K Cela posé , l’expression de ajt sera pour Brest , 

— o“®, 02745. — 3 «sin Vj+ 3 i'’.(^ 1 — 5 .sin.V'^} 

fi^sin.f'.cos.^'.cos. fv — 75%452^ I 

ri\cos.V.cos. 2 (^w — 75%432) 1 

-fo ,7 2fy-i-4 — 4' — 75 “, 432 jl’ 

Dans celte formule , 1°. v est l’angle horaire du soleil , c’est-à-dire , 
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l’angle qu’il a décrit par son mouvement diurne , depuis son passage 
au méridien de Brest, jusqu’à l’instant pour lequel on calcule; 
a®, et P sont les déclinaisons du soleil et de la lune, les déclinai- 
sons boréales étant supposées positives , et les décl inaisons australes , 
négatives ; 3 ". 4 et 4 ' sont les ascensions droites du soleil et de la 
lune ; 4 ®. i est le rapport de la moyenne distance du soleil , à sa 
distance actuelle, et i' est la parallaxe actuelle de la lune, divisée 
par la constante de cette parallaxe ; 5 ®. enfin , les quantités p, p', 
4 , • 4 -', i et a se rapportent à un instant qui précède de i’-, 60724, 
celui que l’on considère. 

Les diflerentes causes qui modifient les oscillations de la mer 
sur nos côtes, et probablement aussi, l’erreur de l’iiypollièsc des 
oscillations infiniment petites, dont nous avons fait usage, écartent 
un peu la formule précédente , des observations ; ainsi , l’instant 
de la basse mer, déterminé par cette formule, diffère de quelques 
minutes , de l’instant observé ; parce que la mer , à Brest , emploie 
un peu moins de temps à monter qu’à descendre. On a vu encore, 
que par les mêmes causes , le niveau de la mer est un peu plus 
élevé dans les sysigies que dans les quadratures ; elles paroissent 
encore retarder les marées, à raison de leur grandeur : malgré ces 
légers écarts , on pourra employer la formule précédente, dans le 
calcul des marées que les vents peuvent altérer d’une quantité 
beaucoup plus sensible. 

Celte formule offre un moyen simple de déterminer les plus 
grandes marées qui doivent suivre cliaque sysigie . La connoissance 
de ces phénomènes intéresse les travaux et les mouvemens des 
ports; elle est encore utile pour prévenir les accidens qui peuvent 
résulter des inondations produites par les grandes marées ; il im- 
porte donc qu’ils soient déterminés d’avance : on y parviendra de 
cette manière. La plus grande marée suit , comme on l’a vu , d’en- 
viron un jour et demi , l’instant de la pleine ou de la nouvelle 
lune; et lorsqu’elle a lieu, les angles v — 73°, 432 , et w -j“' 4 '"“ 4 ^“’ 75’,432 
sont nuis ou égaux à deux angles droits ; on a donc alors , 
fltjr = — o"*", 02745 . { f X — 3 . sin . + 5 P . ( i-t- 3 . &m*p) } 

Ht o"’*,07i79. {=±=i^.sin.i'.co 3 .i'=t 3 i'\sin.^'',cos.f'' } 

4- o™%78ii2. {i\cos.VHh 3 i'’.ços.V}, 
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On peut dans celte expression , négliger les deux premiers termes 
qui sont très-petits par rapport au dernier , et qui d’ailleurs n’ont 
d’influence sensible, que vers les solstices où les marées sont déjà 
^nsiblement affoiblies par les déclinaisons des astres. Alors ou a 
ay = o'"*, 78 i 1 2 . { cos. V -f 3 cos. V' } . 

Dans les sysigies des équinoxes, «= 1 à fort peu près ; et v' sont 
nuis, et la valeur moyenne de i! est ^ ; en prenant donc pour unité , 
la valeur moyenne de uy^ vers les sysigies des équinoxes j sa 
valeur pour une sysigie quelconque , sera 

— (i^cos.V + oi'^cos.V'}. 

Ainsi l’on aura par cette formule très-simple , la hauteur de la pi us 
grande marée qui suit d’un jour ou deux, chaque nouvelle ou 
pleine lune, les quantités i, i', et p' se rapportant au moment 
de la sysigie. Celle formule déterminera encore le plus grand abais- 
sement de la marée , au-dessous de la surface d’équilibre ; car il 
résulte de l’expression générale de « y , que la mer s’abaisse à-peu- 
pres autant au-dessous de cette surface, dans la basse mer, qu’elle 
s’élève au-dessus , dans la haute mer qui lui correspond. Quant à 
la marée prise pour unité , on la détei’ininer'a par un grand nombre 
de différences de la haute à la basse mer, observées un jour ou 
deux, après les sysigies voisines de Féquiiioxc; la moitié de la 
valeur moyenne de ces différences , sera à très-peu-près la marée 
pri^e pour unité. 

4 ^. Il nous reste, pour compléter celte théorie, à déterminer 
par une formule simple et facile à réduire en table , l’heure de la 
pleine mer. Reprenons l’équation du n°. 21 , 

L 

■y . cos. V. sin. 2 ( 4 — 4 '^ 

tan g, 2 ( + '*r~«.4'^ A ) = ^ ^ 

cos.*v'+ — . cos. V. cos. 2 ( 4 — 4 ' J 

Cette équation renferme les sept variables r, r, v, v', nt, 4 et 4 '; 
ainsi , sous cette forme , il seroit difficile de la réduire en table. 
Mais on peut la sianplifier, par la considération du peu de diffé- 
rence qui existe entre les diamètres apparens du soleil et de la lune. 

^ient et If' les demi-diamètres apparens de ces astres, dans 
Mùcan. cél. Tome IL Oo 
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leurs moyennes distances à la terre , où nous avons établi — = —i 
soient h et h! leurs demi-diamètres actuels : on aura, en obser- 
vant que dans la formule précédente , — doit être diminué d’en- 
viron un trentième , ou plus exactement , dans le rapport de 
2,898 4 1 à 35 

tang.2(';îi+T-4'-^;= , 

2,8984 1 •( ^ j. COS, V'+f -Jj ] .cos. V.COS. 

Pour faire usage de cette équation, on formera d’abord une table 
des valeurs de la fonction 



/fl r 3 1 


correspondantes à tous les degrés, depuis f^=o, jusqu’à i' = 33 *. 
On corrigera les demi-diamètres A et /i', du soleil et de la lune, doii- 
}ics par les éplicmérides, en en retranchant les quantités qui, dans 
cette table, répondent aux déclinaisons de ces astres. On aura ainsi 
à fort peu près , 


nt -P w — 4 -' — ^ = î ang.tang. 


.sin.2.C4~'J-'; 
2,89841.^^^ ■*’(^) 



h cl h' étant ici les demi-diamètres du soleil et de la lune , cor- 
îigés par ce qui précède. Par ce moyen , les déclinaisons dju soleil 
et de la lune, disparoissent de l’expression de nt+'^ — 4 ' — A la 
rigueur, il faudroit retrancher du demi -diamètre du soleil , la 

5 mais cette quantité étant fort petite , 

^ 

tituer pour h , celte dernière quantité. La même remarque s’ap- 
plique à la correction du demi-diamètre de la lune 5 et comme 
l’influence de cet astre sur l’heure des marées, est à celle du soleil , 
dans le rapport de 2,89841 à l’unité j les demi-diamètres H' et H 


quantité A . ^1 — cos. VJ 
et la valeur de h différant 
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entrent suivant ce rapport, dans la fonction Si Von 

considère ensuite que la différence de k ~ est 

et qu’elle peut être négligée, vu la petitesse des deux facteurs 
H — A, et A' — h; 011 aura 

C sîn.î3.('-f — '4^^ 

— 4' — ^=7.ang.taiig.< q o- /H\-h'~}iy 

^ ^ }2, 898.11 • l — ^7— ) + COS.2 C 4— 4 ; 

On peut facilement réduire en table, cette expression de f ^-4 

et en convertissant les angles en temps, h raison de la circonfé- 
rence entière pour un jour, on auralaloides rctardsdes marées, sur 
l’instant du passage de la lune au méridien supérieur, ou infe- 
rieur, instant déterminé par la condition de + ^ — 4' — o, ou 

2oo\ Mais pour se servir de celte table, il faut con- 
noitre dans chaque port, le temps dont le maximum de la marée 
suit la sysigie. On a vu qu’à Brest, ce temps est de i’ ,50724- , et 
suivant les observations , il est à-peu-près le même dans tous nos 
ports de l’océan; en sorte que les valeurs de — 4^ — ^ cor- 

respondent aux valeurs de 4 — V qui précèdent de 1 '•,50724, l’ins- 
tant pour lequel on calcule. Il faut, de plus, connoître la cons- 
tante A. ; celle constante réduite en temps, est l’iieure de la pleine 
mer qui suit la sysigie , de i^-, 60724 ; on pourra ainsi la déterminer 
par un grand nombre d’observations de l’heure de la pleine mer du 
second jour après la sysigie. 

4.^» Rappelons en peu de mots, les principaux "phénomènes 
des marées , et leurs rapports avec la loi de la pesanteur univer- 
selle. Nous avons principalement considéré ces plicnomèiics vers 
leurs maxima et vers leurs minima, et nous les avons partagés 
en deux classes , l’une relative aux hauteurs des marées, l’autre 
relative aux heures des marées et à leurs intervalles : examinons 
séparément ces deux classes de phénomènes. 

Les hauteurs des marées dans chaque port , à leur maximum 
vers les sysigies , et à leur minimum vers les quadratures , sont les 
données de l’observation , qui peuvent le mieux faire connoître le 
rapport des actioïis du soleil et de la lune sur les marées, et au 

Oo 2 
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moyen de ce rapport , les divers phénomènes des marées , qui 
résultent de la théorie de la pesanteur universelle. L’un de ces phé- 
nomènes, très-propre à vérifier celte théorie, est la loi de dimi- 
nution des marées en partant du maximum, et la loi de leur accrois- 
sement en parlant du minimum. On a vu dans les n"*. 25 et 3 i , que 
la théorie de la pesanteur s’accorde parfaitement sur ce point , avec 
les observations. 

Ces loix de diminution et d’accroissement des marées , varient 
avec les déclinaisons du soleil et de la lune : on a vu dans le n®. 26 , 
que leur diminution vers les sysigies des équinoxes, est à la dimi- 
nution correspondante vers les sysigies des solstices , dans le rap- 
port de i5 à 8 , et que ce résultat est conforme à la théorie de la 
pcbunlrur. Pareillement, on a vu dans le 32 , que Taccroissc- 
nient des marées, en partant de leur minimum vers les quadratures 
des équinoxes , est à l’accroissement correspondant vers les qua- 
dratures des solstices , comme 2 est à 1 , et que la théorie de la 
pesanteur donne à fort peu près le même rapport. 

Suivant cette théorie, la hauteur des marées totales dans leur 
maximum , vers les sysigies des équinoxes , est à leur hauteur 
correspondante vers les sysigies des solstices, à-peu-près comme 
le quarré du rayon est au quarré du cosinus de la déclinaison des 
astres vers les solstices , et l’on a vu dans le n'’. 26 , que cela 
dilfère peu du résultat des observations. Par la même théorie, 
l'excès de la hauteur des marées totales dans leur minimum vers les 
quadratures de.s solstices , sur leur hauteur correspondante vers 
les quadratures des équinoxes , est le même que l’excès de la luiu- 
tcur des marées totales dans leur maximum vers les sysigies des 
équinoxes, sur leur hauteur correspondante vers les sysigies dès 
solstices ; et Fou voit par les n”*. 26 et 32 , que cela est exactement 
conforme aux observations. 

L’inlliience de la lune sur les marées, croît , par le princi|>e de la 
pesanteur, comme le cube de sa parallaxe; et par le n®. 28, cela 
est tellement d’accord avec les observations, que Fou eut pu en 
conclure exactement la loi de cette influence. 

Les phénomènes des intervalles des marées, ne s’accordent pas. 
moins avec la théorie , que ceux de leurs hauteurs. Suivant celte 
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lliéoric , le retard des marées d’un jour à l’autre , est environ deux 
fois moindre à leur maximum vers les sysigies , qu’à leur minimum 
vers les quadratures j il est de 27' à-peu-près dans le premier eas, 
et de 55' dans le second. On a vu dans les n°\ 55 et Sq , que les ob- 
servations s’éloignent fort peu de ces résultats de la théorie. 

Le retard des marées varie avec les déclinaisons des astres; il 
doit être plus grand vers les sysigies des équinoxes que vers celles 
des solstices, dans le rapport de 8 à 7 ; vers les quadratures des 
équinoxes, il doit ctre plus grand que vers celles des solstices, dans 
le rapport de i 5 à 9. On a vu dans les n°\ 56 et 5g , que les obser- 
vations donnent à'peu près ces memes rapports. 

Les distances de la lune à la terre , inQuent sur le retard des ma- 
rées. Suivant la théorie , une minute d’accroissement dans le demi- 
diamètre de la lune, donne 25i" d’accroissement dans ce retard 
vers les sysigies, et 90'' seulement vers les quadratures ; et l’on a 
vu dans les 07 et 4 o, que cela est d’accord avec les observations 
qui confirment ainsi , sous tous les rapports, la loi de la pesanteur 
universelle. 

J’ai insisté sur le flux et le reflux de la mer ; parce qu’il est 
de tous les résultats des attractions célestes , le plus près de nous, 
et que nous pouvons à chaque instant, en rcconnoître les loix; 
J’espère que la théorie que je viens de présenter de ses piiéno- 
mènes, déterminera les observateurs, à les suivre dans les ports 
favorables à ce genre d’observations, tels que celui de Brest. Des 
observations exactes et continuées pendant une période du mou* 
vement des noeuds de la lune , fixeront avec précision les élémens 
de la théorie du flux et du reflux de la mer, et peut-être, feront 
connoître les petits flux partiels dépendans de la quatrième puis- 
sance inverse de la distance de la lune à la terre, phénomènes en- 
veloppés jusqu’ici , dans les erreurs des observations. 
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CHAPITRE IV. 

Des oscillations de l’atmosphère. 

44 . Dans l’impossibilité de soumettre à l’analyse, les raouve- 
mens de l’atmosphère , dûs aux variations de la chaleur du soleil, 
el à toutes les circonstances qui modifient ces mouvemens j nous 
nous bornerons à considérer les oscillations dépendantes des attrac- 
tions du soleil et de la lune, en supposant à l’atmosphère, une 
température uniforme, et une densité variable, proportionnelle 
dans chaque point, à la force comprimante. En partant de ces hy- 
pothèses, nous sommes parvenus dans le n°. 37 du premier lâvre 
dont je conserverai ici toutes les dénominations, aux deux équa- 
tions suivantes ; 

-h «f-sr . I sin.^ô . + 2^ • sin. 0 . cos. 0 • | 

I « u.cos.él 

Si l’on suppose à la mer, une profondeur constante, égale à et 
si l’on fait abstraction de sa densité, comme nous l’avons fait dans 
les n°*. 10 et suivans j on aura par le n'’. 36 du premier Livre , 

-br’.cT'sr. jsin.® L^^^+2w,sin.9.co8.Ô.^^^|= 

7/ i / du\ /dv\ u.cos.ô t 
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la valeur de étant la même ici, que dans les équations précé- 
dentés. En faisant donc , 

f/— /;.?/+/'// ==/«"; 

(l — /' J . + /V — Iv" ; 

les quatre équations précédentes donneront ecllcs-ci , 

4- /'“.cT-ar. |sin.“9.^~~^-|-i2/î.sin.0.cosJ.^^^| = — g>^y' > 

„ , {fdu"\ /dv"\ u'.cos. M 

Ces deux équations sont évidemment celles des oscillations de la 
mer, en lui supposant la profondeur /, et dans ce cas, on peut dé- 
terminer la valeur de y', ainsi que celle dey , par le premier cha- 
pitre de ce Livre j on aura donc ainsi la valeur de par l’analyse 
exposée dans ce chapitre. 

Nous avons observé dans le n°. 57 du premier Livre, que k étant 
la hauteur du baromètre dans l’état d’équilibre j ses oscillations 

etft y' J 

sont représentées par la formule , et par conséquent , 

par celle-ci , 

1 ( 1 - 1 ') * 

Il est facile de voir par le 11°. 57 du premier Livre , que l est le 
rapport de la hauteur de l’atmosphère , au rayon terrestre , en 
supposant la densité de l’air et sa température , par-tout les memes j 
or on trouve par l’expérience , qu’à la température de la glace 
fondante, la densité du mercure est à celle de l’air, à-peu-près 
dans le rapport de loSao à l’unité j et comme la hauteur moyenne 
du baromètre est d’environ o“®,76 , il en résulte que A des 

températures plus élevées, la valeur de /augmente. Pour avoir une 
idée des oscillations du baromètre j nous supposerons k tempéra- 
ture, telle que / = — j profondeurs de la mer, 

732;5 
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pour lesquelles nous avons déterminé dans le n®. 11 , la valeur 
de «/, qui sera dans ce cas, celle de tty" ^ nous supposerons de 
plus , l =21, ce qui est encore une des profondeurs de la mer, 
que nous avons considérées : la valeur de Ay, sera celle qui est 
relative à cette profondeur. En substituant donc pour l, ces 
valeurs , et pour «y et Ay", les quantités que nous avons trouvées 
dans le 11°. u; en considérant ensuite que et que le 

rayon terrestre est égal à 6366200 mètres j 011 aura pour détermi- 
ner les oscillations du baromètre, 




Ul^n I ^ J ' 


^ f i+3.cos.2»'| . . , . . , 

= 0"', 000010620. j Msm.V-ï.cos.V-f^.sin.V - Je.cos.V'} 


3 

r 1,0000 
^-4,6952.sin.’ 


. Ît j“2,Q042.Sm.^ ôl . Jû fC0S.V.C0S.2('/i;+':r-4J 1 

+ 0 **, 000010623. < 7 >.sm.‘d. , / / 

^ yo,6922.sin.*ô / l+e.cos. ,cos.2(^;2/+'3-- 4 j J 


( -o,o899.sin.*ô 
-o,oo 76 .sin."'ô j 


Si l’on suppose le sojeil et la lune , en conjonction ou en opposi- 
tion , dans le plan do l’équateur , et dans leurs moyennes dis- 
tances , où e = 3 à fort peu près j on aura à l’équateur, o”'®,ooo6oo5 , 
pour la différence de la plus grande élévation à la plus grande 
dépression du mercure dans le baromètre. Cette quantité , quoique 
très-petite, peut être déterminée par une longue suite d’observa- 
tions barométriques faites entre les tropiques où les variations du 
baromètre sont peu considérables ; ce phénomène est digne de 
l’attention des observateurs. 

L’action du soleil et de la lune , excite un vent correspondant 
au flux et au reflux de la mer; déterminons la force de ce vent 
à l’équateur, dans les suppositions précédentes. Pour cela, nous 
reprendrons la première équation de ce n®. , et nous y ferons 
cp3.9=:o ; elle donnera 



or 
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or on a y +/ ■= ay — de plus , on a par les n®*. ‘4 et 1 1 , 

/dr\ . , . 

l "JJ ) = — i^.o®*,i23i6.{cos.V.sin.2('«^+'aï— e.cos.V'.3lu.2('rti'l-'w~‘4 j) ; 
en substituant donc pour j et y' leurs valeurs , ou aura 

. • _L I / ' 1 

= — 2^.i’"*,o 369. {cos.V.sin. si( «i4-'îr“4j+e.cos.‘y.8in. 2 ('/z^t'î^“'4 j] î 
ce qui donne à fort peu près en intégrant , 
dv=H,dt-\- ~,ndti^\o%^. { cos. V.cos.2f 4 ^+e.cos. V'.cos.2('/z^ 4"^“' 4^j } • 

Si l’on suppose que dt représente une seconde, ndt sera à-peu- 
près la cent millième partie de la circonférence j de plus , ~ est 
du rayon terrestre que nous désignerons par ry on aura ainsi , 
rdy=: 4-0’"*, oi883. {cos. V.co3.2('n^-l“'!y-4)+e.co3.V.co3.2('/if|-'»“'4^^]» 

Si la constante ^n’é toit pas nullej il en résulteroit à l’équateur, 
un vent constant, et l’on pourroit expliquer ainsi, les vents alisés. 

Mais la valeur de cette constante, dépend du mouvement initial de 
l’atmosphère, et nous avons déjà observé dans le n®. 6 , que tout ce 
qui dépend de ce mouvement, a du être anéanti depuis long-temps, 
par les résistances en tout genre , que les molécules de l’air éprou- 
vent en oscillant J d’où l’on peut généralement conclure que les 
vents alisés ne sont point dus à l’attraction du soleil et de la lune 
sur l’atmosphère. 

Si l’on suppose ces deux astres en conjonction ou en opposition, 
dans l’équateur , et e=3 J on aura O"**, 07632 , pour le plus grand espace 
qu’une molécule d’air parcourt dans l’intervalle d’une seconde, 
en vertu de leurs actions réunies j or il paroît impossible de s’as- 
surer par l’observation , de l’existence d’un vent aussi peu consi- 
dérable, dans une atmosphère d’ailleurs très- agitée : mais il n’en 
est pas ainsi des variations barométriques , vu, sur-tout, l’ex- 
trême précision dont les observations du baromètre sont suscep- 
tibles : ces variations qui , comme nous l’observons dans les hau- 
teurs des marées , peuvent être considérablement accrues par les 
circonstances locales , méritent toute l’attention des observateurs. 

Mi:cAN. ciiL. Tome ÎL P p 
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Nous ignorons jusqu’à quel point les petites oscillations que 
l’action du soleil et de la lune excite dans l’atmosphère, peuvent 
modifier les mouvemensproduits par les causes diverses qui agitent 
un fluide aussi mobile , et dans lequel , à raison de celte grande 
mobilité , une cause très-légère peut être la source de changemens 
consiflérables. L’observation peut seule nous instruire à cet égard: 
nous üb erverons seulement , que si l’atmosphère recouvroit im- 
médiatement le noyau solide de la terre ; les équations différen- 
tielles de son mouvement , seroient , par ce qui précède , les même» 
que celles de la mer , en lui supposant par-tout , une meme pro- 
fondeur ; or on a vu dans le n®. 8, que les oscillations de la seconde 
espèce, les seules qui dépendent de la différence entre les décli- 
naisons boréales et australes du soleil et de la lune, disparoissent : 
ces oscillations disparoissent encore, ou du moins, sont presque 
insensibles , lorsque l’atmosphère recouvre une mer dans laquelle 
ces oscillations sont nulles ou très-petites , ainsi que cela a lieu 
dans nos ports j le signe de la déclinaison des deux astres n’a donc 
pas d’influence sensible sur les modifications de l’atmosphère. 
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VES MOUV EMEN S DES CORPS CELESTES, AUTOUR 
DE LEURS PROPRES CENTRES DE GRAVITÉ, 


Les mouvemens des corps célestes autour de leurs propres centres 
de gravité , ont une telle liaison avec leurs figures , et les oscilla- 
tions des Iluides qui les recouvrent j que nous croyons devoir en 
présenter l’analyse , immédiatement après les théories exposées 
dans les deux Livres précédons. Nous ne considérerons parmi les 
corps du système solaire, que la terre , la lune, et les anneaux de 
Saturne , les seuls par rapport auxquels la théorie de la pesanteur 
puisse être comparée sous ce rapport, aux observations; mais 
l’analyse suivante peut s’étendre généralement k tous les corps 
célestes. 


CHAPITRE PREMIER. 


Des mouvemens de la terre , autour de son centre de gravité. 


1 . R A P P E li o N s ici les équations générales du mouvement d’un 
corps solide de figure quelconque, démontrées dans leChapitre VII 
du premier Livre. Si l’on conserve toutes les dénominations de ce 
Chapitre ; les équations {D) du n®. 26 du premier Livre , se réduisent 
aux suivantes, en y substituant au lieu de g', r, leurs valeurs 
C.p, et J 3 .r, 

Pp 2 
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, , fB^.4) , dN , rfiV' . , 

dp-] ^•qr.dt =— .COS .9 ^ 


dq+ 


(C^B) 


, rp . dt^ — 


^(lN.sin.è-\~dN' .cos.ê"^ 


dN^' 


sin. ? H — ^.cos.p;)j(i?') 


dN" 


(A—C) { dN.fiin.êdrdN' .cos.&'\ 

— ,pg. g =^.cos.? 


Il faut présentement déterminer les momcns d’inertie B, C, 
et les valeurs de dN, dN' et dN\ 

2 , Considérons d’abord les momens d’inertie. Soit R le rayon 
mené du centre de gravité delà terre, à sa molécule dm; soit le 
cosinus de l’angle quoi? forme avec l’axe de l’équateur; soit en- 
core 'O- , l’angle que forme le plan qui passe par cet axe , et par le 
rayon i?, avec le plan qui passe par le meme axe, et par le premier 
axe principal : R, {/ 1 — ( i — /x^^.cos.V, sera la distance de la mo- 
lécule , au premier axe principal ; i?. V^i — ('i — sera 

la distance de la molécule, au second axe principal ; et i?. i— 
sera sa distance au troisième axe principal , ou à l’axe de l’équa» 
leur. Ainsi , le moment d’inertie d’un corps relativement à un de 
ses axes, étant la somme des produits de chaque molécule du corps, 
par le quarré de sa distance à cet axe , et ^ , B, C étant par le 
n®. 26 du premier Livre , les momens d’inertie de la terre , par 
rapport au premier, au second et au troisième axe principal; on 
aura 

= S,R\dm, {1 — ( 1 — /-t*^.COS.*'ar},- 
B = S.R\dm* {1 — (1 — /tx®J.sin.*'5r},* 

C = S.R\dm, {1 — 

les intégrales devant s’étendre à la masse entière de la terre. 

Maintenant, on a 

dm^ R' ,dR*di*.,d'^ ; 

si l’on observe ensuite que les intégrales doivent être prises depuis 
R =2 0, jusqu’à la valeur de iî à la surface, valeur que nous dési- 
gnerons pari?',- on aura 

^ = \,S,R!^ ,dii»dv, {1 — (1 — ^‘i.cos.v}; 

B ~ \*S,R!^\di^.d‘v, {1 — (i — /x“^.sin.V},* 
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Supposons développé dans une série de celle forme , 

R'^= &C.Î 

ü étant une fonction rationnelle et entière de i — f**. sin. -a- ^ 

et 1 — jt4».cos.'3r, assujétie à l’équation aux différences partielles 





La fonction i — ( . cos.*-»- est égale à }+ { — ( 1 — . cos. V} y 

la constante y est comprise dans la forme 1 /^"^ et la fonction 
y — (\ — cos.* 'O- , est de la forme U'^^\ puisqu’elle satisfait pour 
Z 7 ^*), à l’équation précédente aux différences partielles. Pareille- 
ment 1 — ( 1 — /x’J.sin.*-?» est égal à y+ (y — ( 1 — //'*J.sin.*'îr}, et le 
second terme de cette expression est de la forme Enfin la 
fonction 1 — est égale à ] + (f — , et la partie y — est de la 

forme ; ou aura donc en vertu du théorème que nous avons 
démontré dans le troisième Livre, n°. 12 j 

C S. d(A.d^. G — 

Les intégrales doivent être prises depuis = — 1, jusqu’à i* =1, et 
depuis -ar 3= O , jusqu’à <2^ = 2 t , ce qui donne , 

^ r 1 — fA^J.cos.*'®'} ; 

B ~ ~'T,U'^^)-\-^,S,U^^Kdi^,d'^, (ÿ — (1 — ;A*^.sin.*'®-}; 

C S. U^^Kdi^.d^. G — /U*}. 

La fonction Î 7 ^*^ est de cette forme , 

H, {ÿ — ^t*} V^i — /i**.sin.'w+Jf"./u. V^i-~/x*.cos.^ 

r • sin. 2 jy"" • G— ;.*; . cos. 2 =r. 

lia considération des axes principaux, donne par le n'^. 5 i du troi- 
sième Livre, 

jy =0, yr"-=o, h"=:o. 

Ces trois équations renferment toutes les conditions nécessaires 
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pour cjiTc les trois axes soient des axes principaux. On aura ainsi , 


i5 9-5*^ 3.5" 


B- 


i5 




C 

i5 9 . 5 “ 


Si l’on veut que les trois momens d’inertie Zî, C, soient égaux 
entre eux , on aura jïïr= o, "" =0, et par conséquent = o j 

celte dernière équation satisfait donc à- la-fois , aux conditions des 
trois axes principaux , et à l’égalitc des trois momens d’inertie ; 
or on a vu dans le 11“. 27 du premier Livre , qu’alors les momen.s 
d’inertie sont égaux par rapport à tous les axes j la sphère n’est 
donc pas le seul solide qui jouisse de cette propriété» L^analyse 
précédente donne l’équation générale de tous les solides auxquels 
elle appartient , équation que nous avons annoncée dans le n®. cité 
du premier Livre. On doit observer ici , que ces résultats sont 
indépendans de la supposition que l’origine de ü' passe par le 
centre de gravité du sphéroïde, et qu’ainsi, ilsont lieu, quel que soit 
le point où l’on fixe cette origine dans son intérieur. 

La terre étant supposée formée d’une infinité de couches varia- 
bles du centre à la surface ; le rayon B d’une de ses couches peut 
toujours être exprimé de cette manière, 

iî = a+«a. &c.}i 

a étant un très petit coefficient constant , et &c. , étant 

des fonctions delà même nature que &c. , c’est-à-dire, 

qui peuvent satisfaire à la même équation aux différences par- 
tielles , et qui , de plus , peuvent renfermer a , d’une manière quel- 
conque. En négligeant les quantités de l’ordre <t*, on aura 

partant , si l’on conçoit un solide homogène d’une densité repré- 
sentée par l’unité , et dont le rayon de la surface soit celui de la 
couche dont il s’agit j on aura relativement à ce solide , 
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^ Jfi. J-®*. {]• — (i — [i(^),cos^' 9 ) f 

B = — ~ — ^ti,S»a ^ (j — (i — 

C [j — ft*}. 

En clifférentiant ces valeurs par rapport à a , et en les multipliant 
ensuite par la densité de la couche dont le rayon est iî, densité que 
nous représenterons par p , p étant une fonction quelconque de a ; 
on aura les niomens d’inertie de cette couche , ét pour avoir ceux 
de la terre entière , il suffira d’intégrer les momens de la couche 
par rapport à a, depuis a = o, jusqu’à la valeur de a, relative à 
la surface de la terre , valeur que nous désignerons par l’unité. On 
aura ainsi , 

i — jw V • cos.* ar } ; 

B = —*S,p.d*d^ { ÿ—f i— iuV.sin.V}/ 

la différence d. ( a^Y^''^ ) étant uniquement relative à la variable c. 

Il résulte de l’équation (2) du n®. 29 du troisième Livre, que si 
l’on nomme «(p, le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à 
l’cquateur , on a par la condition de l’équilibre des fluides répan- 
dus sur la terre , 

6’. P . r (•); = f { y «*) + ï — i; } . <y. P . d. 

la valeur de y^*^ dans le second membre de cette équation , étant 
relative à la surface de la terre, et les intégrales étant prises depuis 
a = o , jusqu’à 0 = 1 j on aura par conséquent , 

+ ~.6’.y^‘^c/p4.c?z7. {j — ( t — pt^.COS.^isr} 

3 
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i5 a/ 

+— .<y. (j — 1 — itx*^.sin.®'ar} 

3 

i5 a7 

+ .y. r (•) . c//>c . c/t.. (^1— /x*; . «y. P . cz\ 

5 

La fonction est de cette forme , 

h»(j — 1— -/tx^.sin. V i — pt*,cos.'ar 

— f^*),sm,2'9‘^h"'\(i — {^*)*cos, 2 «-. 

La considération des axes principaux donne par le n®. 3a du Iroi^ 
sième Livre , 

A' = o, h'' = o, 7/" = o, 
et par conséquent , 

y C) = h. ('I— pcV + Æ"". f 1 — pcV . cos. a 

On a vu dans le troisième Livre , que la variation de la pesanteur 
étant à très-peu près proportionnelle au quarrè du sinus de la lati- 
tude, la valeur de h"" doit être très-petite; elle seroit nulle en 
effet , si la terre étoit un solide de révolution ; mais pour plus de 
généralité , nous la conserverons dans les recherches suivantes ; 
nous aurons ainsi, 

^ S,f.d. a* — fitT, (h — '-p),S,f>*d. a^— l,(tT»h"",S ,p»d, aV 

ib 

10 

8'^ 

C =—.S.p.d.a^+^.d7r.(k — jpJ.S,p.d.a\ 


3. Considérons présentement les valeurs de c?N, d^', dN" 
qui entrent dans les équations différentielles (Z>') dun°. i. Soit L 
la masse d’un astre qui agit sur la terre ; soient a?, y, z, les coor- 
données de son centre , rapportées au centre de gravité de la terre, 
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et. r^= noniiuons x', y, z', les coordonnées d’n ne 

molécule d/n , du sphéroïde terrestre ; supposons enfin , 


\/ï x'— O.-/ + cy-jz-h ( a - sj/ 


les forces attractives de L sur la molécule dm , décomposées pa- 
rallèlement aux axes des x, des y et des z, en sens opposé à 
leur origine, et diminuées des memes forces attractives sur le 
centre de gravité de la terre , que nous considérons ici comme 

immobile , seront sont celles que 

nous avons désignées par P, Q, i?, dans le n®. 26 du premier Livre; 
on aura donc par ce même n®. , 


Si Ton observe ensuite que l’on a 


on aura 




Les coordonnées x'yy\ z\ étant supposées très-petites relativement 
à la distance r de l’astre L , au centre de gravité de la terre , ou 
peut développer V'y dans une suite fort convergente par rapport 
aux puissances réciproques de /; on aura ainsi à fort peu près , 
Mècaîh* cÈh, Tome JJ. Qq 
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^=.^,S.dm.(xx'+yy'+z!^).(yx'—xy); 

S. dm.(xx'+yy' z'),(z x ' — x s') ; 

‘^~^.S.dm.(xx' +yy' +zz').( zy'—y z'). 


On a va dans le ii*’. si8 du premier Livre , que les valeurs de p, r, 
sont indépendantes de la position du plan des x et des or si 
nous prenons pour ce plan, Féquateur meme de la terre , on aura 
0— O , et si nous prenons pour l’axe des x ^ le premier axe prin- 
cipal , nous aurons ? = o j nous aurons de plus par le n". 26 du 
premier Livre, 


S,dni.(x'^^z'’')=B} S.dm,(x^-\-y^)^C; 
S,xy\dm = o ) S,x'z\d/n=: O S,yz',dm = 0'^ 


partant, 


dt 

dN' 

JT 


—.(B-A).xy} 

^.(C—A).xz} 


"^ = -^^(C-B).yz; 


les équations {D') dun*’. 1 , deviendront ainsi, 


dp-] — ,qr,dt = 

JC^B) 

— ,rp,dt == 

, . (A^C) 

dr-]r—^.pq,dt~ 


Zh.dt (B-A) 
r/ T” 
ZL.dt (C-^B) 
r/ * A 
ZL.dt (A—C) 






• XZ J 


(F) 


Ces équations supposent que est fort grand par rapport au rayon 
du sphéroïde terrestre , ce qui est vrai relativement au soleil et à 
la lune; mais il est remarquable qu’elles scroient encore très- 
approchées, dvins le cas où l’astre attirant étant fort près de la 
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terre , la figure de cette planète seroit elliptique. Pour le faire voir , 
nous observerons que l’on a par le n“. 2 , 

— fx’.cos.'w; — /u,*.sin.^,’ 

si l’on nomme y et a , ce que deviennent par rapport a l’astre L , 
les quantités et -ir, relatives à la molécule dm du sphéroïde ter- 
restre , on aura 

x~r^,V^i — v*.cos.A,* — K'.sin.A./ z—r,v: 

si l’on substitue ces valeurs dans la fonction /^,ct qu’ensuite on la 

JJ 

développe par rapport aux puissances de — , on aura une série de 
cette forme , 

. t;w+^.£/«+ &c. ; 

et il est facile de s’assurer, par le n®. 23 du troisième Livre , que 
les fonctions &c. , sont des fonctions telles que l’on a 

généralement , 

/ddC/co\ 

J 




ra! 

^ d(Jt. 


1 — 




Reprenons maintenant l’équation , 

dN ^ ( fdV\ /clV\) 


^\dx) ^\dy) r,3 P 



4 - &c. 

Les différences partielles du second membre de cette équation , 
étant prises par rapport à des variables indépendantes de /x et de -üt/ 

fdm>^\ 

si l’on désigne généralement par la fonction ) 


/dmn\ 




""‘wT') 
( , 

, on aura 

c 


/dilU'oy\ 



b-) 

+ \ dm^ ) 

L 


) 

X — 


Qa * 
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en sorte que la fonction est de la même nature , que les fonc- 
tions et l’expression précédente de ^ deviendra ainsi , 

par ce que l’on a vu dans le n". 2 , et en substituant pour dm y sa 
R\dR.diJ^>dT^ y et pour i?, sa valeur a+eta. 

dt r/ 

+~.S.d.(a'^Y<^^).U'^^Kdi^.d^ 

+ &c.; 

les diirérentielles d,(a^y^^'>)y d.(a^,Y^^'>) , &c., étant relatives à 
la variable fz; or réqualion (2) dun*'. 29 du troisième Livre, donne 
généralement à la surface de la terre , et lorsque i surpasse 2 , 

S.f.d . r-') ) = ■ J'*'* -S.f.d.a^ 

les intégrales étant prises depuis « = o, jusqu’à a= i’, et TW dans 
le second membre de celte équation, étant relatif à la surface de la 
terre 3 011 aura donc 

^ .S.f.d(a’'Y^^'>).U''-\diJ:d^ — ^.S.Y''\U'^^\di^.d'U.S.f.d.a\ 

Si la figure de la terre est celle d’un ellipsoïde 5 est nul, 
et alors rexpression de -jj- se réduit a son premier terme , non- 

seulement a cause de la grandeur de r , , mais parce que les valeurs 
de &c. , sont nulles. Quoique la figure elliptique ne 

salislassc pas exactement aux degrés mesurés desméridiensj cepen- 
dant , l’accord des variations de la pesanteur avec cette figure , in- 
dique que Y^^\ &c. , sont peu considérables par rapport à 
011 peut donc calculer les mouvemens de l’axe de la terre , en lui 
supposant une figure elliptique, sans craindre aucune erreur. 

4 . Rapporton;: maintenant, les coordonnées de l’astre L, à un 
plan fixe que nous supposerons être celui de l’écliptique a une épo- 
que donnée -, soient X, T, Z y ces nouvelles coordonnées, l’axe des X 
étant la ligne menée du centre de la terre, à l’équinoxe du prin- 
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temps j l’axe des Y étant la ligne menée dn même centre , au pre- 
mier point du cancer, et la ligne des -tétant la ligne menée de 
ce même centre , au pôle boréal de récliptiq^ue : on aura par le 
n®. ai du premier Livre , 

x~X, cos. P 4- Y* cos. 9 . sin. ip — . sin. ô . sin. p ; 

y —Y, cos. 9 . cos. p — X. sin. ? — Z . sin . 9 . cos. ? ; 

Z“ r,sin.9+^,cos.9. 

Les équations différentielles {F) du n". précédent, deviendront 
ainsi , 

^ I f {P.cos.‘‘9^7\sin.*9-X'-ay>?.sin.9.co3.9).sin.2p 

^ ^ ^ ar^C [ + { 2 Xr.co 3 . 9 — aXZ.sin.OJ.cos.a^ 

d f{fr-X>in.9.cüs.94.rX.fcos.‘9-sin.‘9;}.cos,(? 

A •'ï’’ r,\A ’i-{Xr.sm.#+XZ.cos.J).sin,t 

^ f{Xr.sin.«+XX.cos.«}.co 9 .f 

'•+ B -Pi- ~ , 7-5 ■(+{('r-X->m.9.cos.S+yX.{co8,‘J-sin.‘«J).sin.f 

Intégrons présentement ces équations. Si les deux momens d’iner- 
tie^ et B étoient égaux, ce qui auroit lieu dans le cas où la terre 
seroit un spliéroidc de révolution ; la première de ces équations 
donneroit = 0 , et par conséquent , p constant : lorsqu’il y a 
une petite différence entre ces deux momens d’inertie, la valeur 
de P renferme des inégalités périodiques , mais elles sont insen- 
sibles ; en effet , l’axe instantané de rotation, s’éloignant toujours 
très-peu du premier axe principal , y et r sont de très-petites 
quantités , et l’on peut sans erreur sensible , négliger le terme 

de la première des équations(G^). Le second membre 

c 

de la même équation se développe en sinus et cosinus d’angles 
croissans avec rapidité , puisque ses termes sont multipliés par le 
sinus ou le cosinus de 2 p; ces termes doivent donc être encore 
insensibles après les intégrations ; on peut ainsi supposer dans les 
deux dernières des équations (G), n étant la vitesse moyenne 

angulaire de rotation de la terre autour de son troisième axe prin- 
cipal. Mais comme la discussion de la valeur de p est très-impor- 
tante , à cause de son influence sur la durée du jour ; nous revitn- 
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drons sur cet objet, après avoir déterminé les valeurs de q et de 
Faisons pour abréger , 

— sin.*9j} = jP; 

^■.{Xr.sinJ+XZ.cosJ}= F ; 

les deux dernières équations (G) deviendront, 

c?y + ,rp*dt = ^ {-P‘Cos.? — P'.shi. ?}; 

dr-\- *pq*dt= d t, {P'.cos.^+P.sin.(p}. 

P et P' peuvent être développés en sinus et cosinus d’angles crois- 
sans proportionnellement au temps. Soit k.cos. (i , un terme 
quelconque de P, et k' . sin. ( , le terme correspondant de P'; 
on aura , en n’ayant égard qu’à ces termes , 

dq-{‘^^--^,rp,dt=i Jt.[(k-]rP ),cos.( 

Si l’on suppose dans ces équations , 

q = Jf.sin. {'(p + i^+O+iV'.sin. — î^; 

r t= 3/'.cos. ('(p4-f^+0 + '^^*cos .('^— — %); 
on aura, en observant que dp est à très-peu près égal kndt^ 

(— Ire-s;. [n.(A-VB-C)+iB} 

. 

Cy^YrC-^;. {n.(A+B-C)+i^} 

° ' • 

in-\-iT-AB-^n\(A^C}.(B--C) ^ 

(ti'YrC^jB;. {n.(u4-^B-Ç)-iB} 

— . 

(—\(C-A). {n.r^+B-C;-i^} 

N'~ \_LJ- ■ 

(n-})\A3~n'.(d-Cj.{B-C) * 
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Reprenons maintenant les équations du n“. 26 du premier Livre, 
d ? — d4*C03J—pdû; 
c? vf «sin. Lsin.? — d9,co3.p ~q dt; 

</4»sin. d.cos.^ H- G?Lsin. ^ = rdt. 


Ces équations donnent , 

= rdt.ÿ\.ï\.p — qdl»C03.<p ; 

on aura donc , 

dé /M'— M\ . , . , ^ 

( 2^ + i/+g^ 4 - ( — - — J.sin.(2P — it — f) 


+- 


-.sin. 


Nous pouvons négliger les deux premiers termes de cette expres- 
sion de ^ , parce qu’ils sont insensibles en eux-mêmes , et que 

d’ailleurs, ils n’augmentent point par l’intégration. Il n’en est pas 
ainsi du troisième terme que rintcgralion peut rendre sensible , si i 
est fort petit. Dans ce cas , on peut négliger i , relativement à n , 
et l’on a à fort peu près , 




Les expressions précédentes de qdt et de rdt, donnent 
c/ 4 *sin .9 = r dt, cos. P -[-q dt, sin. <p ; 

d’oü l’on tire , 


(M + M'+N+N') 




en négligeant ïes deux premiers termes de cette expression , qui 
sont toujours insensibles , et en supposant i fort petit , on aura à 
Irès-peu-près , 

^ /aC-. 4 -j 5 \ , 

ri 4 »sin. 9 = ( — J.^.cos. 

2n. C f 

Si l’on désigne par s.i&*co5. , la somme des termes dans 
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lesquels P peut se développer, et par r.A:'.sin.(^î^4-0^ la somme 
des termes dans lesquels P ' peut se développer , £ étant la caracté- 
ristique des intégrales Unies j on aura 


dt 

It 


sin. fl = 


/aC—A—B 


an.C 


. sin.fi O; 

^.s.^.cos.fi7-f0* 




En intégrant ces équations , sans avoir égard aux constantes arbi- 
traires ; on aura les parties de fl et de 4 qui dépendent de l’action de 
l’astre L. Pour avoir les valeurs complètes de ces variables , il faut 
leur ajouter les quantités qui dépendent de l’état initial du mou- 
vement. Si l’on n’a égard qu’à cet état, les deux dernières des équa- 
tions (G) deviennent 

= o 5 dr+( ^ = 

d’où l’on tire en intégrant , 

q=: G.sin. ; 

G et C étant deux constantes arbitraires , et ^ étant égal à 
n, substitue pour q et tj ces valeurs 


dans l’équation 


dê 

— = r. sin. P — cos . P s 


on aura , après avoir intégré , 


h étant une nouvelle arbitraire. Si la valeur de G étoit sensible , 
on la reconnoîtroit par les variations journalières de la hauteur du 
pôle 5 et puisque les observations les plus précises n’y font remar- 
quer aucune variation de ce genre , il en résulte que G est insen- 
sible 
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sible , et qa’ainsi Ton peut négliger les parties de 9 et de 4 > 
dépendent de Tétât initial du mouvement de la terre. 

• 5. Reprenons maintenant les équations {H) du n®. précé- 

dent. La première donne en Tiiilcgrant , et eu observant que 
5./&'.cos. J est le développement de la fonction P' , 

zn.C •' 


Les seuls astres qui influent dWe manière sensible , sur les mou- 
vemens de Taxe de la terre , sont le soleil et la lune : considérons 
d’abord , Taction du soleil. Soit la longitude de cet astre , comptée 
de Téquinoxe mobile du printemps ; soit encore y , Tinclinaison de 
cette orbite, sur le plan fixe , et a la longitude de son nœud ascen- 
dant , les angles et A étant rapportés à Torbite meme du soleil ; ou 
aura 


y - y 

X = r.cos*.— .cos.i; + r%sin*.— .cos. (u — a A) ; 
'a a 


y • y 

Y cos“. sin. v — . sin*. — . sin. (u — a A^ ; 

Z = sin. y» sin. (p — ^ 

d'où Ton tire , 

■ I y . f. 

-.sin*.>.sin.2A — — .sin^ 

a 


XY ==— .cosb— '.sin. 2 t'-b-f*.sin*.>.sin. 2 A— — .sinb—. sin/ 2 ^^— 4a)/ 
a a 4 a a ' 


r* . y . f* 

X^ = — • sin. V . cos'*.— . sin/ 2 <^— a ) i-. sin. 2y, sin, A 

a a ^ 4 * ’ 

r * . . y • 

+— .sin.v.sin®. — .sin. fai/— 3 Ab 
a a 


Vu Textrême lenteur du mouvement des points équinoxiaux , on 
peut supposer dp égal au mouvement angulaire du soleil, pendant 
Tinstant dt y t\ Ton a par les n®*. 19 et ao du second Livre , 

r/ dp:=;à^mdt.V 1 — ,* 

m t étant le moyen mouvement du soleil , a étant sa moyenne dis- 
tance à la terre , et € étan t le rapport de l’excentricité de son orbite , 
il cette distance moyenne. On a de plus, par le n°. 20 du mêpîo 
MÉCAîf, Cbin. Tome II. R r 
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Livre , en négligeant les masses des planètes relativement a celle tla 
soleil , — et l’équation à l’ellipse donne 

a i-|-e.cos.^v — 

T étant la longitude du périgée solaire j on aura donc relativement 
au soleil 5 

P .dt = 5^. {xr.sin, O+XZ.cosJ] 

Zmdv . c .cos, é»' — - 

('i — eV‘ 


{XY , ^ XZ J 

! — .sin. — —.cos.^f. 


Si l’on substitue pour — et , leurs valeurs précédentes en 

on verra d’abord, après avoir développé P'dtcn sinus de l’angle 
et de ses tiiultiplcs , que les termes dcpenclaris de la longitude r de 
l’apogée solaire , renferment l’angle etqu’ainsi, ils ne peuvent 
pas devenir sensibles par l’integra lion. Il n’en est pas de même tics 

, XZ , 

termes dépendans de la longitude du nœud : la fonction —, intro- 

duit dans P'.dt, le terme a >'.co5.0.sin. A,ct vu la 

4 

lenteur des variations de y et de A, ce terme peut devenir par 
l’intégration, Irès-sensiblo dans la valeur de 9 . On aura ainsi à 
très-peu près , en observant que e et y sont fort petits , et en ne 
conservant parmi les termes multipliés par ces quantités , que 
ceux qui peuvent croître considérablement par les inlégi ations , 


rp\clt— — — .sin.ô.cos.aj' — —.cos. Lfydt»ûn.^. 

*'4 ^ 


>,sin. A est le produit de l’inclinaison de l’orbe solaire, par le sinus 
de la longitude de son nœud ascendant, comptée de l’équinoxe 
mobile du printemps j et cette inclinaison étant fort petite , on 
peut prendre pour ou son sinus, ou sa tangente j or on a vu 
dans le n®. 69 du troisième Livre , que si l’on désigne par r , la 
longitude du nœud ascendant de cet orbe , comptée d’un équinoxe 
ûxe^ lang.j^.sin.r est donné par un nombre lini de termes de la 
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forme + etquelang.^^.cos.r, esttlonné par le même 

nombre (les termes correspondans c*cos,(gt-\-C) ; de plus , 4 étant 
le mouvement rétrograde des équinoxes , à partir de l’équinoxe 
fixe , on a A = r+ 4 , ce qui donne 


tang. y . sin. A = tang. y sin. r. cos. 4 4 - tang. y . cos. r . siii. 4 • 


En substituant c. sin.(^ au lieu de tang.>. sin.rj et c*QOS.(gt-\-^)y 
au lieu de tang. 5/. cos. on aura 

tang. >.sin. A =rc.sin.{'^^ fC-f 4 .)* 

On voit donc que pour avoir tang. sin. A, il suffit d’augmenter 
les angles des différens termes de l’expression de tang. sin. r, de la 
quantité 4 * On peut meme, en négligeant les quantités de l’ordre 
substituer pour 4 > 1® moyen mouvement des équinoxes 5 et alors , 
tang. >. sin. A , sera composé d’un nombre fini de termes de la forme 
c.sin.f/^+^j ) <iui ne différent des termes de l’expression de 
tang. sin.r , qu’en ce que les angles sont augmentés du moyeu 
mouvement des équinoxes. On trouvera de la meme manière, que 
tang. cos. A sera composé du nombre correspondant des termes 
de la forme c. cos. C); ainsi en désignant par r . c. sin, (ft-^ C)^ 

la somme de tous les termes de l’expression de tang.>. sin. A ; 
l’expression de tang. >'.cos. A , sera s.c.cos('/'^ 4 -C^ / et ces quan- 
tités seront encore les expressions de >.sin.A, et de ;^.cü3. A. On 
aura, cela posé, pour la partie de fP'dty dépendante de l’actiou 
du soleil , 


fP'dt^ 


Zm. 3 m* - c 

— — .sm. 9. COS. 21^-1 ,cos. 9,2. - 

4 3 / 


,cos,(ft + C). 


Considérons présentement l’action de la lune. En désignant par TJ y 
sa masse, et par a', sa moyenne distance à la terre; en nommant 
de plus , relativement à cet astre , m', v\ r', J y a', et y' y ce que nous 
avons nommé m, r, A, et 5^, relativement au soleil, et faisant 




on trouvera par l’analyse précédente , 

3A.m* . 3^.m* 

fPdt^ : — sin. 0 . cos. 3 p - 


• cos. 9.y5/'c//,sin. a'. 
Rr 2 


3 
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X Y 

La fonction — introduit encore dans l’intégrale fP'dt^ le terme 
— ^ . sin. ô sin. 2 A . 

Ce terme croît beaucoup par l’intégration 5 mais il est aisé de voir 
que malgré cet accroissement , il reste encore insensible ; en sorte 
que les seuls termes sensibles que l’action de la lune introduit dans 
l’intégrale fP'dt^ cl par conséquent dans la valeur de 9 , sont ceux 
auxquels nous avons eu égard. Quelques Astronomes ont intro- 
duit dans cette valeur , une petite inégalité dépendante de la lon- 
gitude du périgée de l’orbe lunaire; mais on voit par l’analyse 
précédente , que cette inégalité n’a point lieu. Le moyen mouve- 
ment du périgée lunaire , étant double à-peu-près du mouvenient 
des nœuds de la lune, un terme dépendant de l’angle 2 A'-|- r' pour- 
ront devenir sensible, quoique multiplié par eV® ,* mais l’analyse 
précédente nous montre qu’il n’existe point de terme semblable , 
dans l’intégrale fP'dt, 

Pour évaluer la fonction fy^dt,sm,^* ^ nous observerons que 
dans tons les cliangcmens qu’éprouve la position de l’orbe solaire, 
l’inclinaison moyenne de Forbe lunaire sur son plan , reste tou- 
jours la meme, comme on le verra dans la théorie de la lune; or 
en supposant ce satellite mû sur le plan même de l’orbe solaire, on 
a , et a' = A ; 011 a donc, eu égard aux variations de Forbe 

solaire , 

fydt,sïx\,\'=^ — s.^.cos. f 

Soit de plus, d, la tangente de l’inclinaison moyenne de Forbe de 
la lune, sur celui du soleil, et — f't — la longitude de son 
nœud ascendant sur cet oi'be , comptée de l’équinoxe mobile du 
printemps ; on aura en vertu de celte inclinaison , 

fy'dt, sin. A' = cos. ( / 

en réunissant donc ces deux termes , on aura relativement à la 
lune , 

/>'df.sin.A' = ^,cos.F/'f+0 — 2:.~.cos. f/Z+O; 
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et l’on aura par les actions réunies du soleil et de la lune , 

Î j.sin. ô.|cos. | 

— ('i -h aJ / 7Z . cos J . s . y . cos. f/f -f 

^ *1” ‘ yv • ® • COS. J '' ^ -f' ^ ) 

6. Déterminons présentement la valeur de 4) et pour cela, 
reprenons la seconde des équations (^) du n". 4, en lui donnant 
cette forme , 

r/>[..sin.â 

an. C 

on a par le n’’. précédent , relativement au soleil , 

T * V ï" * . 

Y* — .Z^“=“.cos'^.— . ( i*cos. 2 f^^--~.sin“.>'. {cos.aA— cos.fat^— 3A^} 
— -^.sin*. 3 ^.{i-cos.f 2 ^^- 2 A^) -j- -^.sin^.— . (i-co3 ( 2^'-4a^}j 

f* * ,• » •y 

Y Z = - 7 .sin. 25 /.cos. A ^.sin. v.cos“.— .cos (‘iv — A^ 

4 a a 

^ . • y f- 

4- •^.sin.j'.sin*.— .cos. (2 v — oA^; 

on aura donc par l’analyse du meme n®. , en négligeant les quarrés 
de e et de y , et les quantités qui restent insensibles apres Tinté- 
gration , 

. Zm . . A». 

.af.sin.9.cos.9 r»sin. Q.cos. Q.a.sm.a v 

a 4 

+ ^^.>c?Lcos. A. {cos.“9 — sin.‘0}/ 
expression dans laquelle il faut substituer pour >. cos. A, sa valeur 

'S.,C.COS.(ft-\-C), 

On trouvera par la même analyse , que Ton a relativement «4 la 
lune, 

Z><-Tn^ 


,sin. 9. cos. 


4ni' 


- . sin. 9 . cos. 9 . d» sin. 2 \f' 


3^.m* 




{cos.“9 — sin.®9} .s.c.co3.('//+0 
• (cos.*9 — sin.*9} »d,cos.(f't+C') ; 


a 
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011 aura par conséquent , 

! (i+A).m.cos.6 — —.{ d.sm.2^-h—.c/.sw.2f^ 
aat I rn J 

, . { coa.*ô— 8in.“é ) , 

sin.d 

Pour iiilogrer cette équation , nous observerons que la valeur de 9 
n’est pas constante , et que ses variations séculaires deviennent 
sensibles par riniégralion , dans le premier terme de celte expres- 

sion de — ; or la seule partie de la valeur de 9 , qui puisse acqué- 
rir une valeur un peu grande , par la suite des siècles , est celle ci , 

3 m* /üC^A—B\ , , . c 

— cos. 9 . 2 . J . cos . f + C; ; 

c’est donc la seule h laquelle il soit nécessaire d’avoir égard : ainsi , 
en faisant pour abréger , 

JT- ( — c~)- 

le premier terme de l’expression de deviendra en négligeant 
les quantités de l’ordre c% 

/+/‘.tang./t.2.y,cos. (ft-\-C), 

Il est inutile d’avoir égard à la variabilité de 9 , dans les autres 
termes de cette expression qui donne après l’avoir intégrée , 

4=Mf+s.|^j-»^.tang,A+cot/f|.j.sin.('/H-f;-— ^^^.sin.av. 


IK 




iK 


{cos.*^- 


sin.*/i 1 , . 

. , , r/ • : — T .SXn.(^ / /-{- C' )/ 

(iArA)>f giri./i.cos.ft 


am'.éi+A./ 

{ étant une constante arbitraire. 

L’expression de 9, du n®. précédent, peut être mise sous cette 
forme, 

1^. j.cos.(fl+C)+^-J^..c'. cos, (ft+C') 

/.tang.ft 


2m. (!-{-?,) 


• { co8.2Pd — ;*^^.cos 
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En réunissant ces valeurs de 4 et de S , avec celles-ci p—n; on 
aura tout ce qui est nécessaire pour déterminer à chaque instant , 
les mouvemens de la terre , autour de son centre de gravité. 

y • Les valeurs de 4 et de fl sont relatives à un plan fixe ; pour 
avoir ces valeurs par rapport à Téclip tique vraie, considérons le 
triangle sphérique formé par Fécliptique fixe, par l’écliptique 
vraie, et par l’équateur. Il est aisé de voir que la difïerence des 
deux arcs interceptés entre réquateur et le nœud ascendant de 
l’orbe solaire , dans ce triangle, est à très-peu près égale au produit 
de cot.ô, par l’inclinaison de l’orbe solaire à l’écliptique fixe, et 
par le sinus de la longitude de son nœud 5 cette diflerence est donc 
égale à cot. ô.s.c.sin. ^r si l’on nomme 4, la distance 
de l’intersection de l’écliptique vraie et de l’équateur, à l’origine 
invariable , d’où l’on compte l’angle 4 sur le plan fixe , on aura à 
très-peu près ,4 — 4^ pour cette dilTérence ; on aura donc 
4 — 4 '= cot. Ô.S*c.sin. 

d’où l’on tire , 


4'=//-h^+s. |i*f y.tang.V^ j .^^y^^^.cot.^.c.sin. 


iK 


ih 

QTTl .( I-j-Aj 


(cos.*^— sîn.®^! , . , 

c'. sin. (ft + f > 
' sin.h.cos.h '' 


, sin. 2 V . 




Si l’on nomme ensuite , 0 ' l’inclinaison de l’écliptique vraie sur 
l’équateur ; on trouvera facilement , en considérant le triangle 
sphérique précédent, et en observant que ô' — 9 est fort petit, 

Ô'— 9 = S . c. cos. ( f O ; 
on aura par conséquent , 

fl' = Æ + 2.^^^.c.cos.f//+^;-h cos. {'/'/+ O 

l.Xàngh ( m ,1 

d 7— — -.1 cos.av-h— •^•cos.av 1. 

{ m J 

La partie sY~^,c.cos. f/V de cette expression, donne la 
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variation séculaire tic l’obliquité tic l’écliptique vraie , sur Téquà- 
leur. Si la terre étoit sphérique , il n’y auroit point de précession 
en vertu de l’action du soleil et de la lune j on auroit ainsi /= o, et 
la variation séculaire de l’obliquité de l’écliptique vraie, seroit 
s. c. cos. ( fl On voit donc que l’action du soleil et de la lune, 
sur le sphéroïde terrestre , change considérablement les lois de 
cette variation qui deviendroit même presque nulle, si le mou- 
vement de précession dû à cette action, étoit très-rapide relati- 
vement au mouvement de l’orbe solaire ; car ce dernier mouve- 
ment dépend par le n“. 5 , des angles dans lesquels les 

coefliciens f — l , scroient alors très-petits par rapport à / et à fs 

en sorte que la fonction's ^ • cos.f/^-j- C deviendroit presque 

insensible. Dans les suppositions les plus vraisemblables sur les 
masses des planètes, l’étendue entière de la variation de l’obliquité 
de l’écliptique , est réduite par l’action du soleil et de la lune , sur 
le sphéroïde terrestre, à-peu-près au quart de la valeur qu’elle au- 
roit sans cette action ; mais celte différence ne se inanifeste qu’a- 
près deux ou trois siècles. 


Pour le faire voir, développons la fonction S 






par rapport aux puissances du temps ; elle devient , en négligeant 
les termes au-delà de sa première puissance , 



c.cos. C— /^.c.sin.C 


Le coefficient f-^l est , comme on l’a vu , le même pour la terre 
supposée sphérique , que pour le cas où elle diffère de la sphère; 
la variation séculaire de l’obliquité de l’écliptique, est donc Jamemo 
pour ces deux cas , dans les temps voisins de l’époque, 


La fonction + ^.tang.^ùj.f/ — f),cQi.h*c,CQ^.(ft-\‘C) , 
de l’expression de , donne la diminution de l’année moyenne , 


réduisant cette fonction en temps , à raispn de la circonférence 
entière pour une année. )La diminiition qui auroit lieu par le seul 

ïupuvement 
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mouvement de l’écliptique , et en. faisant abstraction de l’action du 
soleil et de la lune sur le sphéroïde terrestre , serpit 
x.f/ — f),coi.h.c.cos. ( ; 

cette action change donc encore l’étendue de la variation de l’an- 
née, et la réduit à-peu-près au quart de la valeur qu’elle auroit 
sans cette action. 

8. Considérons présentement l’influence de cette action , sur 
la durée du jour moyen. Nous observerons d’abord que l’axe ins- 
tantané de rotation ne s’écarte jamais du troisième axe principal , 
que d’une quantité insensible ; on a vu dans le n°. 28 du premier 
Livre , que le sinus de l’angle formé par ces deux axes , est égal à 
\/ 

^ , Qp il est visible par ce qui précède, que ^ et r sont 

insensibles , et qu’ils n’ont d’influence sensible sur les valeurs de Ô 
et de 4 y que par les intégrations 5 on peut donc toujours confondre 
l’axe instantané de rotation de la terre , avec sou troisième axe 
principal j et ses pôles de rotation répondent toujours à très-peu 
près, aux mêmes points de sa surface. 

Déterminons le mouvement de rotation de la terre , autour de 
son troisième axe principal. Il est aisé de voir que p étant égal à 

d? <14 

. cos.ôy il exprime ce mouvement Si dans les équations (G) 

du n®. 4 , on suppose ^ = jB, ce qui a lieu , lorsque la terre est un 
sphéroïde de révolution j la première de ces équations donne 
dp^o, et par conséquent p égal à une constante n : mais ces 
équations n’étant qu’approchées relativement à l’action de l’astre L} 
nous allons prouver que l’équation , a encore lieu, en ayant 
égard à tous les termes dus à cette action.] 

Si , comme dans le n®. 2 , on prend pour le plan des x et des^ , 
celui de l’équateur 5 la première des équations {D) du u'’. i, de- 
viendra, 

dN 

dp^—s 

^t l’on a par le n®. 3 , 


dt 

MècAN. CjJL. Tome JL 


Ss 



3j3 

Soit 
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- 

r*'— ^ 

on aura par le n®. 5 , en observant que par la nature du centre de 
gravité, S.x'dm = o ^ S,ydm~o , S»z'dm=:o , 

dN /dV'\ /dV'\ 

/ étant le produit de L par la somme de toutes les molécules du 
sphéroïde terrestre, divisées respectivement par leurs distances 
îï Lj il est clair que ce sphéroïde étant supposé de révolution, est 
le même , lorsque et senties mêmes ; est donc fonc- 

tion de ces deux quantités 5 ce qui donne o, et par conséquent 

dp = o, ou p=^n. Voilà donc un cas fort étendu dans lequel le 
iiiouvemeiit de rotation delà terre autour de son troisième axe, 
est rigoureusement uniforme. 

Dans le cas général où les trois momens principaux d^inertie 
sont inégaux ; le terme de la première des équations (G) 

<lu n®. 4 , est insensible , même après sa double intégration , dans 
l’expression de fp dt, qui représente le mouvement de rotation de 
la terre , après un temps quelconque. En effet , ou a vu dans le 
n®. 4, que les valeurs de q etde r ne renferment point de très* 
petits diviseurs qui ne sont introduits dans les expressions de ô et 
de 4 7 que par les intégrations ) q eir sont donc de l’ordre le , en 
n’ayant égard qu’aux très-petits angles dépendans des variations 

séculaires de l’orbe terrestre j et le terme tle l’ordre 

^ ^ intégration peut lui donner un diviseur de 

l’ordre /*, et alors il sera de l’ordre ( conséquent , 

insensible. 

Si dans le second membre de la première des équations ( G), on 
substitue au lieu de ô , ? et 4 > leurs valeurs données par une pre- 
mière approximation j il suf&ra de n’avoir égard qu’aux termes 
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(le ces valeurs , qui ont de très-petits diviseurs , et qui sont de la 
H.ic siu, 

torme — , /étant un très-petit coefficient du mémo 

ordre que /. Mais ces termes substitués dans le second membre do 
la première des équations (G), s’y trouvent multipliés par le sinus 
ou le cosinus de aip , et par l; ainsi après leur double intégration 
dans l’expression de J'pdt, ils restent encore insensibles. On voit 
donc que dans le eas même où les trois momens ^ , B , G, sont 
inégaux , le mouvement de rotation de la terre peut toujours être 
supposé uniforme, ou , ce qui revient au même, p peut toujours 
être supposé égal h une constante n. 

g. C’est ici le lieu de discuter les variations du jour que les 
Astronomes nomment jour moyen. Le moyen mouvement sydéral 
delà terre dans son orbite, est uniforme, comme nous l’avons 
démontré dans le second Livre , n°. 54. Si l’on conçoit sur cette 
orbite , un second soleil dont le mouvement et l’époque soient les 
mêmes que le moyen mouvement et l’époque du moyen mouve- 
ment du vrai soleil ; si l’on conçoit de plus , dans le plan de l’équa- 
teur , un troisième soleil , mû de manière qu’il coincido avec le 
second soleil , toutes les fois que celui-ci passe par l’équinoxe du 
printemps, et que sa distance à cet équinoxe, soit toujours égale à 
la longitude moyenne du soleil ; l’intervalle de deux retours con- 
sécutifs de ce troisième soleil , au méridien, sera ce que l’on appelle 
jour moyen. Si le mouvement de l’équinoxe , sur l’écliptique vraie , 
cl oit uniforme , et si l’inclinaison de celte écliptique à l’équateur, 
étoit constante; le troisième soleil se mouvroit toujours uniformé- 
ment sur l’équateur : mais les variations séculaires du mouvement 
des équinoxes et de l’obliquité de l’écliptique, introduisent dans le 
mouvement de ce troisième soleil, de petites inégalités séculaires 
que nous allons déterminer. 

On a vu dans le n®. précédent, que la vitesse de rotation de la 
terre, peut être supposée égale à une constante n , et que son axe 
instantané de rotation ne s’écarte jamais du troisième axe princi- 
pab, que d’une quantité insensible. Soit donc«, la vitesse angu- 
laire du troisième soleil que nous concevons mû dans le plan de 
l’équateur , et , sa distance à l’équinoxe du printemps , rapporlé 

S s *2 
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H l’ccliplique fixe ; n — 5 sera la vitesse angulaire du premier axe 
principal delà terre, relativement à ce soleil; et l’on aura 


Mais on a par le n°. 
on aura donc 


d(^ — (n’^s),dt 

4 , 

dif~ s dl-^d 4 *C 03 .f. 


iSoit d la distance angulaire du troisième soleil , à l’èquinoxo réel , 
c’est-à'^dire , à l’intersection de l’équateur avec l’écliptique vraie. 

11 est aisé de voir par le n\ 7 , que v est égal à , et 

, S.c.BÎn.fft -h^J . 1 

par conséquent cgal a 7— ; ce qui donne 

=5^/#-Pt?4.COS.^ — dt. — ^ ^ . 

sin.9 


Soit ffl, le mouvement sydcral Ju second soleil, sur l’écliptique 
^ 4 ' 

vraie ; sera sa vitesse angulaire relativement a l’cquinoxe 

réel J mais on a par le n®. 7, 

di' di , ^ ^ , 

~ — — — s.c.f, cos. C/t +0 i 

cette vitesse est donc égale à 

5^+^ — cot. 0 .x.e./.cos. Cft+C) : 

elle doit être égale à ^ ; on pourra donc , au moyen de cette éga- 

litc , déterminer s , et l’on aura 

A^ di /ï — cos. A _ 

s=^g+( 1— cos. O- -^ + ( -.i - fl -'j- 

En substituant pour (^4 et 9 , leurs valeurs précédentes j on aura 

s~ g‘{-l,(i-^cosJi) — 3 Ïn.h,'Z,-j»co 3 .(ft+C) 

+ ("i — cos.h),^. lang,A+/.cot.A| .c.cos. (ft-^C) 

l— cos.ft . . 
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Le temps exprimé en jours moyens, est égal kfsdt^ on aura dojic 
pour l’équation de ce temps , 

— sin.Â.2.y^,sin. (ft-\-C) 

4-Ci — cos.h),' 2 ,, tang./i-H y.cot.Æ|.e.sin.('/^+C^ 

( l—COS. /l\ . , - 

Cette équation réduite en temps , à raison de la circonférence en- 
tière pour un jour , ne s’élevant qu’à quelques minutes , dans une 
période de plusieurs millions d’années j sa considération est inutile 
aux Astronomes. 


1 0. L’analyse des n"*. précédons , suppose la terre entièrement 
solide : mais elle est recouverte en grande partie, d’un fluide dont 
les oscillations peuvent influer sur les mouvemens de l’axe ter- 
restre J il importe donc d’examiner cette influence , et de voir si 
les résultats que nous venons de trouver , n’en sont point altérés. 
Pour cela , il faut déterminer ce que l’action de l’océan sur le sphé- 
roïde qu’il recouvre , ajoute aux valeurs de f/V, dN' et dN'* du 
n®. 1. On a vu dans le n®. 26 du premier Livre, que P, Ç, i? étant 
les forces dont la molécule dm du sphéroïde terrestre est animée 
parallèlement aux axes des x ^ des y* et des Zy et en sens contraire 
de leur origine , on a 


. = Sn {R.a?'-— P,z'} *dm } 


dN" 

TT 


=zS.{Il.y^Q,z'},dm. 


Voyons quelles sont les quantités que Paclion de flocéan introduit' 
dans ces expressions. Ce fluide agit sur le sphéroïde terrestre, par 
sa pression et par son attraction j considérons séparément ces deux 
effets. Nous supposerons pour plus de simplicité, que le plan des x' 
et des y' est le plan même de l’équateur, ainsi que nous l’avons 
supposé dans le n^. 5 . 
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Dans l’état d’équilibre , la pression et l’attraction de l’océan , ne 
produisent aucun mouvement dans l’axe de rotation de la terre; il 
ne faut donc avoir égard qu’à l’action de la couche d’eau , qui par 
les attractions du soleil et de la lune , se dispose sur la surface 
d’équilibre qui termineroit l’océan , sans ces attractions. Repré- 
sentons par l’épaisseur de cette couche, et prenons pour unité 
de densité, celle de la mer, et pour unité de distance, le rayon 
moyen du sphéroïde terrestre : nous aurons ainsi à considérer 
l’action d’une couche aqueuse dont le rayon intérieur est l’unité , 
et dont le rayon extérieur est Si l’on nomme la pesan- 

teur ; la pression d’une colonne de cette couche , sera le produit de 
agy , par la base de cette colonne ; ce sera par le n®. 36 du premier 
Livre , l’excès de la pression dans l’état du mouvement du fluide , 
sur sa pression dans l’état d’équilibre. 

Soit R , le rayon mené du centre de gravité de la terre, au point 
de la surface du sphéroïde , que cette colonne presse ; soit (Jt, le 
cosinus de l’angle que le rayon R forme avec l’axe de rotation , et -w 
l’angle que le plan mené par cet axe, et par i?, forme avec l’axe 
des x'. Soit enfin, w = o , l’équation de la surface du sphéroïde que 
recouvre la mer , u étant fonction des coordonnées a?', y', z\ qui 
déterminent la position du point dont il s’agit ; on aura 

x'=:R*V^i — 
y^R ,\/ 1 — f**.sin. 

La base de la petite colonne que nous venons de considérer , peut 
être supposée égale à R' ^ la pression de cette colonne est 
donc Ag,y,R*,dii.d‘Tff, Cette pression est perpendiculaire à la sur- 
face du sphéroïde ; en la décomposant en trois forces parallèles aux 
axes des x\ des y et des z\ et supposées tendre à augmenter ces 
coordonnées ; on aura pour ces forces , par le n®. 3 du premier 
Livre, 

/du\ Agy,R\diJi.dv ^ du\ 

f ’Wr’ 

Agy.R^.dfA.dtr /du\ 

7 
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/ étant égal à \/^ 


sur- 


face du sphéroïde, est de cette forme, 

«'*+/*+«'* = i+ay; 

q étant une fonction très-petite de x\y’^ z\ dont nous négligerons 
le quarré j on a donc 

U = X'^ +/* + 2 '“ — 1 — a ; 

ce qui change les expressions des trois forces précédentes , dans 
celles-ci , 


ü'Jifr.y.RKd(j..di3 ( , /^^\1 atig-y.R^‘diJ..dnt C , 

zctg.y.R^.df^.d'ff ( , fdq\\ 

f ‘r Uvr 

on aura ainsi, en n’ayant égard qu’à ces forces, 




dt 


f 


dN'' ^ iitg.y.R^.dfJL.d‘V 

_ = 0 ^ 




llappo lions les différences partielles (^) 

variables , f4 et Pour cela , nous observerons que l’on a 

72= lang.'=r=-L^. 1 ^:=-} 

X H 

d’où il est facile de conclure , 

(S)= ~-(ë)-ir^'(S)-^— '-(ï-) 
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, , , ^ ^ dN dN' dN" 

on aura ainsi , en observant que clans les valeurs de — -, — -, — , 

dt dt dt 

on peut, en négligeant le quarré de ç ^ supposer i2 = i et /= 2 , 
^ = S.ugy.di^.d^. { + 

-hT = s--gy-d,^-d.. ( 

. , , , , rfJV dN’ dN'' 

Déterminons présentement les valeurs de — , et , rela- 
tives à l’attraction de la coucbe aqueuse , sur le sphéroïde terrestre. 
Il est clair que si ce sphéroïde et l’océan qui le recouvre , formoient 
une masse solide, il n’y auroit aucun mouvement dans cette masse, 
en vertu de l’attraction de toutes ses parties ; l’effet de l’attraction 
de la couche aqueuse sur l’océan , ajouté à l’effet de son attraction 
sur le sphéroïde terrestre , est donc égal et d’un signe contraire à 
l’effet de l’attraction de la terre entière sur Ja couche aqueuse j 
d’où il suit que l’effet de l’attraction de cette couche sur le sphé- 
roïde terrestre , est égal à la somme des effets de l’attraction de Ja 
terre entière sur la couche, et de l’attraction de la couche sur 
l’océan , cette somme étant prise avec un signe contraire. 

La résultante de l’attraction de la terre entière , sur la petite 
colonne , de la couche aqueuse, et de la force centri- 

fuge , est perpendiculaire à la surface d’équilibre de la nier j on 
aura donc l’attraction de la terre entière sur celte colonne, en la 
concevant animée de celte résultante , et de la force centrifuge prise 
avec un signe contraire. La première de ces deux forces est la pe- 
santeur g , qui doit êt):e multipliée par la masse , de la 

molécule ; en supposant donc que l’équatipii de la surface d’équi-!- 
libre de la mer soit , 

. , , , , . ^ dN dN' dN" , . 

on aura par ce qui précède , les parties de — , et , relatives 

k celte force , en changeant dans les expressions précédentes de cçs 

quantités, 
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quantités , q en q'. Il faut de plus , comme ou Tient de le dire , les 
prendre’ avec un signe contraire ; en les réunissant ainsi aux 
expressions précédentes , et observant que q — q exprime la pro- 
fondeur de la mer , que nous supposons très -petite , et que nous 
représenterons par y , on aura 


dJV 

dt 

dJV' 

dt 

dN" 

IT' 


-S.agy.di^.d^. { 


Il faut maintenant considérer l’effet de la force centrifuge prise 
avec un signe contraire, et le retranclier de ces valeurs, ce qui 
revient à leur ajouter l’effet de la force centrifuge. Si l’on désigne 
par riy la vitesse de rotation de la terre, la force centrifuge de la 
petite colonne sera n^,y^ i — en la multipliant par 

la masse de la colonne, on aura <tny.d(^,d'v.V^i — pour la 
force entière. Cette force est dirigée suivant le rayon du parallèle 
terrestre j en la décomposant en deux , l’une parallèle aux x'j et 
l’autre parallèle aux^', on aura any.di^^d^, i-^fi*.co3.'» pour 

la première , et <tny.dy.,d‘^, \/ 1 — ft^.sin.'z? , pour la seconde ; on 

dN dN' dN" 


et relatives à la force 


aura donc pour les parties de -jj , 
centrifuge ^ 

dN 

^^^^z=—S.*nW.dii>dv.ii, V' 1 — f4*,co3. «■ / 
dt 

^ . 7 T •/ ; • 

4 y.«7î y. K 1 — 
dt 


II nous reste à déterminer l’effet de l’attraction de la couclie 
aqueuse, sur l’océan. Pour cela, représentons par aï 7 , la somme 
des molécules de cette couche, divisées par leurs distances respec- 
MiicAN. cÉL. Tome J/. T t 
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tives à une molécule de l’océan , déterminée , soit par les quanti- 


tés jR , (JieX'v, soit par les coordonnées z' ; et . j « • ) 

et seront les attractions de la couche sur cette molécule , 

parallèlement à ces coordonnées , ces attractions tendantes e\ les 
augmentèr. La masse de la molécule est R^dR*dyi;dv ; on aura 


donc pour les parties de — , "57"’ relatives à l’attraction de 

la couche aqueuse sur l’océan , 




Pour intégrer ces fonctions relativement à i?, nous observerons 
que la profondeur de la mer étant supposée très-petite , on peut 
supposer ÜÜ = i , et f R'dR = >. Si , de plus , on change les diffé- 
rences partielles d’autres relatives aux 

variables R, -w et /a , les fonctions précédentes deviendront , en les 
prenant avec un signe contraire, 


jU.sîll. -BT /d 


— S»Ay,di^,dv, ] 1 — ^’^.cos.'sr,! — ) -h m-.i t 

( /ÏZ^.sin. 

V / [/ 1— 


m- 


Si l’on réunit ces valeurs, aux expressions partielles de —, et 
dN" , 

trouvées ci- dessus j on aura pour les expressions entières de 

ces quantités relatives à l’attraction et à la pression de l’océan sur 
le sphéroïde terrestre, 




jU.cos.'w A 

W) 

V 


/U. cos. -O- /( 

W; 

y 1— /A» V 
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^ = -s..gy.d,..d^. ( 

S,Any»d{A,d'^»(A,\/ 1 — /A*. cos. -a- / 

dN" „ , , f./— . 

-^ = — ty.Éfc^.rfjM.aar. |k 1 — l^*.Sin.rsrA~ 

— S»ety.di^.d'^ . |v^ 1 — /tx^.sin. 

— S,eLii^jy,d{Jt-d'if,i^, V' 1 — ft'.sin.'î»-. 

Les intégrales précédentes doivent être prises depuis ft = — i , jus- 
qu’à f^=i, et depuis -2^ = 0, jusqu’à -w égal à quatre angles droits. 
En intégrant par rapport à -a-, on a 

S^agf^d'^. -^ctgyy^S.agy.dv* d- constante ; 

or il est clair qu’aux deux limites de l’intégrale , ou '»’ = o, et -tt est 
égal à quatre angles droits , la fonction ctgyy est la même, puisque 
ces deux limites appartiennent au même point de la surface du 
sphéroïde 5 on a donc + constante = o , et par conséquent , 

S.^gy.di^.d'^. ^—S.o.g.y.d^.d'o. 

En intégrant par rapport à , on a 

( dy\ y— ■ . é/— “ . r» [À.d/j..s\n.v 

— ).K l-ft*.Sin.'ïr=ae^^ 3 ..K S.txgyy» - 

V 1 —^^ 

— . V i~/M*.sin.'w+const. 

L’intégrale doit être prise depuis ft = — i , jusqu’à = i j or^ et y 
ne sont jamais infinis; ainsi le radical i — ft* étant nul à ces 
limites , on a à ces mêmes linlites , 


^g^yy* ^ 1 — ft*.siTi.'»4-constante=o ; 


Tt à 
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et par conséquent, 

/dy\ /■ , ^ iJi.diJi.dtr.m.v 

S.dgy.dixM‘ïïA—].V 1— F •sm.'tf^S.ttg.yy, — - 

\d(x/ ÿ' 

\^r / 

on trouve encore , en intégrant par rapport à -ït, 


•^S.dg,yy,dii,d'^. 


on aura donc 


/ 4 .sin.« 


On trouvera pareillement , 

S» agy »d(J.,d^,l\/ 1—^* . cos. ^ I 

==— fx%cos.'!ry^— ^+-4!=/—^ >• 

I \rf/*/ 


les expressions précédentes de 


dN dN' dN" 


dt^ dt 


et deviendront ainsi, 


dN 

17 


— S»dny*dfi*d'9,i/.,V' 1 — ix\cos.'Vf 

— S,iiny,dix»d's,ix,V' 1 — ft'.sin.'s-i 


1 1 . Déterminons maintenant l’influence de ces quantités, sur 
les mouvemens du sphéroïde terrestre autour de son centre de 
gravité. Pour cela, reprenons les équations {D') du n®. i. Si l’on 
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ïK'glige les quantités très-petites {^-^.rp . dt et 

(ï-') ,pq*dt ; si Je plus , on observe qu’ayant pris pour les axes 

des ar'ydes^'etdes z\ les axes principaux, on a ^=o, et 0=o ,on aura 

, dN , dN" , dW 

dp = —; dq^-j-; = — b”- 

On voit d’abord que les termes dépendans de très-petits angles , 
que contient dN ^ peuvent par l’intégration , en produire de très- 
grands dans la valeur de p; il est donc necessaire d’avoir égard à 
ces termes. 

On a vu dans le n°. 4, que 
dt 


dt 


r.sin.ip— ^.cos. 


d^ . 


dt 


.sin.9 = r.cos.? + 7.sin.(p ; 


en faisant donc 


?=*• 

dt 




dt 


-—y ; 


et observant que d<p est à très-peu près égal à ndt^ on aura 
dx'^ — dr,ûr\.p — dq.cos.p-^- ny''*dt ; 
dy" = dr, cos. + dq, sin.(p — nx\dl. 

Si l’on substitue pour dq et dr, leurs valeurs précédentes dans 
lesquelles on peut changer ^ et Ben C, on aura 

, O diV' . dN" , 

dx = — .sm.(p r^.cos. (p + ny \dt ; 

c c 

, diV' dN" . 

dy = ^.cos. -^.sin.p — nx\dt. 

rt Tr 7x I > A I 1 dN'.^\r\.i^-^dN".co»3 

Soit H»dt.cos.(U>\>i) , un ternie quelconque de , 


et H ' . dt, sin.f/f-4- , le terme correspondant de 
les termes correspondans de x’ et de y" seront, 


diV'.co.s.? — dN".sm.9 
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Les termes dépendans de très-petits angles , ou dans lesquels i est 
fort petit , sont encore peu sensibles dans les valeurs de od' et de^"'; 
mais rintégration les rend très-sensibles dans les valeurs de Q et 
de «i / et Ton a vu dans le n“. 4, que la précession et la nutation 
dépendent de termes semblables 5 il est donc essentiel d’y avoir 
égard. Ces termes sont produits par ceux de dN' et de qui 

dépendent d’angles très-peu différens de nt; car en les multipliant 
par sin. (p , et par cos. p , il en résulte des termes dépendans de très- 
petits angles j ainsi l’on doit faire une attention particulière à ces 
termes* 

Les termes dans lesquels i est très-peu différent de », deviennent 
fort grands dans les valeurs de x'* et de parce que le diviseur 
est alors très-petit. Ces termes résultent de ceux de dN* 
et de dN" qui renferment de très-petits angles , et auxquels il est 
nécessaire pour cela , d’avoir égard. Ils peuvent encore être pro- 
duits par les termes de dN' et de dN", dépendans d’angles très- 
peu différens de a ; en effet , si , par exemple , dN' renferme le 
terme L»dt*sin,( 2 ntd-i^t-\-*) , v étant très-petit , il en résultera 

dans la fonction i î, le terme ^.dt.cos.( ant-^-^pt+t) , 

, . « . diV'.cos.ç — 7 • ^ . 

et dans la fonction -,leterme — .a^.sin.( 

Mais dans ce cas , JI' étant égal k H, les expressions correspon- 
dantes de y et de x" perdent leur très-petit diviseur i — », et par 
conséquent , sont insensibles. On verrait de même , qu’un terme 
de dN", de la forme L.d^.cos. fa > ne produiroit dans 

x" et y', que des quantités insensibles ; il ne faut donc avoir égard 
dans les valeurs de dN,dN', et dN", qu’aux termes dépendans 
de très-petits angles , ou d’angles très-peu différens de » t. 

Pour analyser ces différens termes , il est nécessaire de rappeler 
les équations différentielles du mouvement de l’océan. Considérons 
une molécule de sa surface , déterminée dans l’état d’équilibre , par 
les coordonnées et concevons que dans l’état de mouvement , 
elle soit élevée de la quantité «JK > au-dessus de la surface d’équi- 
libre , que sa latitude soit diminuée de la quantité a », et que 
l’angle 'w soit augmenté de « Nomnions encore ^ la déclinaison 
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de l’astre L , n son ascension droite , et r, sa distance au. centre de 
gravité de la terre. Soit 

a.f=—. {cos.9.3in.ü+sinJ.cos.v.cos. ('H — p — 5 


on aura par les n®*. 3 et 4 du quatrième Livre , les trois équations 
suivantes , 



Si l’on ne considère que les angles croissans avec une extrême len- 
teur , ou indépendans de ? j il est visible que la partie de^' relative 
à ces angles est indépendante de j les parties de y et de V, rela- 
tives aux mêmes angles seront donc elles-mêmes indépendantes 
de -w, en sorte qu’en ne considérant que ces termes , on aura 



et par conséquent , 


dt '' 




On a vu dans le n®. 6 du quatrième Livre, que relativement aux 
termes croissans avec une extrême lenteur, on peut supposer à 
très-pou près , 

Celte équation est d’autant plus exacte, que ces termes varient 
avec plus de lenteur, et qu’ils ont, par conséquent, plus d’influence 
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sur les mouvemens de l’axe de la terre j on a donc relativement k 

ces termes , 

ÆV'.8in.ç•4-^^N'^Gos.^ _ 1 J i / ■ ■; • ✓ , ^ / ^f\ 

r-Zj- :sr.S.ùLy. 1 — , Sin.( » 

z=:S»cty,dii.d^.V X — . cos. ( ^ ^ I » 

, . , dN' , dN" . , . 

Considérons présentement , les parties de — et de — , qui ü©- 

pendent d’angles très-peu différens de nt. On a 

diV'.sin.(p-frfN''.cos.^ . / ^ . f (^y\ 

— S.an*y.diJi,d‘v.l^. i — /^t®.sin. 

La première des équations (i) donne, 

S*an*y*dix»d'!r*(jt., i— /x*.sin.('p + '®’^ 

*= S.an*df^,d'vr,fA^ [/ i~^(A^»ain, 


f /d.^uv/ 1— 


IV dt^ ) 

A d. Jy 


En intégrant depuis fi = — i , jusqu’à i^ = i , on a 

S.i^df^. V ^ ^ — S,yudi*.,(x — 

on a pareillement, en intégrant depuis 'îr=o, jusqu’à 'îs- égal à 
quatre angles droits , 

iS'.c^'ar.sin. — S,yŸ*d'w,cos, i 
partant , 

Sf ctn'y.di^,d‘^,f*^ V i -/^‘ sin. ( (p+^ )=~S.ttn\yu.di^.dv.(i-'Ji^*)>&m.( 


On peut supposer yu développé dans une suite de termes de la 
forme ^.cos, ^ H étant fonction de fA seul, et « étant 

nn nombre entier positif ou négatif, ou zéro , les nombres frac- 
lipnnaiyes étant exclus , parce que y u est le mêpie , lorsque o , 

et 
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et lorsque «• est égal à quatre angles droits. Pareillement, yp peut 
être supposé développé dans une suite correspondante de termes de 
la forme ) , 31 étant fonction de seul. Soient H' 

et 3J.\ les valeurs de H&i de A/, relatives au jnêiiie arc it ^ et qui 
correspondent à j = i. Le coefficient i étant supposé très- peu diffé- 
rent de Tangle ip-i-s, croît avec une lenteur extrême; en 
ne conservant donc que les termes dépendaiis de cet angle ; on voit 
que les termes de yu ei de yp , dans lesquels s est différent de 
l’unité, renferment l’angle 'v dans les intégrales précédentes, et 
disparoissent ainsi par l’intégration relative à -w ; on a donc, 

^ u.n*’7r»sm.(it^i — <p),S,di^. {(i — + — ^-*•31' }. 

Si l’on multiplie la seconde des équations (i), par cty,di^,d^.siïi.(9'^'^)t 
et qu’oii l’ajoute à la troisième multipliée par 

üLy,d(JL,d'^rl^» V 1— ^^^\cos. S 

on aura 

ddiC\ 

if) 

= S.*r.di^.do. 

-S.^y.d^.d^. -^.cos-ff [g. (£•)-(£•)-(£■)]• 

En substituant pour et pour yp^ l’ensemble de tous leurs 
termes relatifs à l’angle i^, et observant que i est supposé très-* 
peu différer de le premier membre de celte équation deviendra, 
*fc7iV,sin.('i/4*« — p),S,dy: {('i — ^ i 

on aura donc, en n’ayant égard qu’aux termes dans lesquels i est 
è très-peu près égal à n , 

s= s. «.y.dv-.d^i. Vi— /**. sin.f» + »;. [g". 

S.^y.d^.d^. ■j^.cos.O+*;.{é'.(^)-(^)-(57) j ’• 

MjécAN. cnn. Tome JJ, V v 


S.ety,df^»d'v, 1 ^- 


,sin,{Pi-v)+ 
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d’oii l’on tire , 
dN ' . sin. . cos.^ 


dt 


:S*oty,df^*d'ar. 1 — y.\sin. 


~S. àt,y,dl^,d'^* 


On trouvera de la meme manière , 
dN' . cos. ? — dN^.^in. ^ 




.COS. (<P’\-'w) 


\d‘®’ / 


di 


= S.Ay,dii>drs, V 1 — /ia“.cos. 
•\’S,ay.dii,d‘u » — - — .sin.(^y-l-'g) 


\d>a ) 


Ces deux équations ont donc lieu , lorsque l’on n’a égard qu’aux 
angles croissans avec beaucoup de lenteur, et l’on a vu précédem- 
ment, que le premier terme du second membre de chacune d’elles , 
renferme encore tout ce qui se rapporte aux angles très-peu dif- 
ferens de n t -y en sorte qu’elles embrassent tout ce qui a rapport 
à. ces deux espèces d’angles , les seules qui peuvent influer sen- 
siblement sur les mouveincns de la terre autour de son centre de 

dN 

gravité. En réunissant ces équations, à l’équation — = 05 on 

aura ce qui est nécessaire pour déterminer l’influence de la mer 
sur ces mouvemens. 

J’observe maintenant, que ces diverses équations sont les mêmes 
que si la mer formoit une masse solide avec la terre. Pour le faire 
voir, déterminons lej valeurs de dN, dN', dN", relatives à la 
mer , dans cette hypothèse. La valeur de du n". 3 , est égale 
L B* 

à très-peu près à — — ; ce qui donne par le même n®., 

en s.ubstituant •d R.dy.^d'^ , pour dm, 

-dN 
dt 

La profondeur de la mer étant supposée très-petite, et le rayon R 
étant à très-peu près égal à l’unité , on a relativement à la nier, 
SR^dR ~y s 

et par conséquent, 


: = SMR.d,.d.. {*'. (^)_y.(g) j. 




r 
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On trouvera de la même manière , 



dN’ 

dt 

= 3»tty,dfJL,d'v, ^x' • 

•©1' 


dN" 

"dT 

~ 3,ay,dfA,d^, 

(DI- 

En transformant par le n“. lo - 

( les différences partielles, en d’autres 

relatives aux variables R, /tz i 

et , on aura 


dN 

ir 

= 3. ety 




dN' 

dt 

:= 3. et y 

'*dii,d‘V, 1 i/i- 


J M-8În.« fdf^ _ 

y/ / i ^ 

dN" 

= 3.eiy 

'.d(jL,d'v. 1 y/ 1- 


ft.ros.flr ( df\\ 

ce qui 

donne 




diV'.sin 

dt 

= 1 — fc*,sin. 

\diÀ / 



— 3'ety 

. df^ d'rr — COS. -h - j» ) . ; 

V 1—^* / 

dN^.cos.^^dN" 

dt 

.sin.^ ^ , w- 

=z S-Ay-dfJt.^d'er.V 1 — -cos. 

'<''+^>(57) 



+ 3.cty. 

dfA^d'a — — — .sin 



et si Ton n’a égard qu’aux termes croissans avec une extrême Icn* 
dN ^ , 

leur , — = o. Ces équations sont les mêmes que nous avons trou- 
vées ci-dessus; d’où résulte ce théorème remarquable, savoir que 
les phénomènes de la précession des équinoxes , et de la nutation de 
V axe de la terre , sont exactement les mêmes que si la mer formait 
une masse solide avec le sphéroïde qu*elle recouvre. 

Il existe, cependant, un cas mathématiquement possible, dans 
lequel ce théorème cesse d’avoir lieu ; c’est le cas où le noyau ter- 
restre recouvert par l’océan , seroit formé de couches sphériques. 
Il est clair qu’alors, il n’y auroit aucun mouvement dans l’axe de 

VV 2 
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rolalion du noyau, en vertu des attractions du soleil et de la lune, 
et de l’attraction et de la pression de la mer j puisque la résultante 
de toutes ces forces passeroit par le centre du noyau. Voyons ce 
qui empêche l’analyse précédente , de s’étendre à ce cas. 

Les parties des expressions de au et qui influent sur 
les mouvemens de l’axe terrestre, sont celles qui dépendent des 
sinus et cosinus d’angles de la forme dans lesquels i est 

très-peu différent de n ; et l’on a vu dans le n°. 8 du quatrième 
Livre , que ces parties sont relatives aux oscillations de la seconde 
espèce. Ces oscillations peuvent être déterminées dans ce cas , par 
le ^n*^. cité : i étant très-peu diflférent de^ n , les expressions de jy, 
U et P, relatives à l’angle sont delà forme 

y = ! 5 r . cos. 0* ^ + 'sr; 


— fc 



La profondeur de la mer est l,(i — i oi" on a par le n°. 54 du 
troisième Livre , pour la condition de l’équilibre , 

lq= . ; 

^ (lo. P — 6J. g 

ce qui rend infinies, les expressions précédentes de jk? w et p; 
mais comme elles ne deviennent infinies, que par la supposition 
de i — n=o, il en résulte qu’alors, y, w et sont de l’ordre 

J — Ainsi l’on ne peut plus supposer dans l’équation ( O) , comme 

nous l’avons fait , / = « , en différentiant u et p y par rapport au 
temps t.W faut dans ces différentielles, avoir égard au facteur i — ii 
qui , multipliant les parties de w et àtPy divisées par i — riy donne 
des produits indépendans de i — n. Ces produits rendent nulles, les 
parties de dN* et de relatives à l’attraction et à la pression 

de la mer sur le sphéroïde terrestre. 
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Noua observerons ici, que dans le cas précédent, les oscillations 
de la met, dépendantes de l’angle sont très-grandes , lors- 

que i est très-peu différent de n; et c’est ce qui a lieu par rapport 
aux termes dépendans du mouvement des nœuds de l’orbe lunaire , 
(i — n)»t exprimant alors ce mouvement; mais une très-légère 
résistance de la part du sphéroïde terrestre , suffit pour diminuer 
considérablement ces oscillations. La mer, en vertu de cette résis- 
tance , agit horizontalement sur le sphéroïde , et par cette action, 
elle influe sur les mouvemens de son axe. On verra dans le n“. sui- 
vant, que dans ce cas qui est celui de la nature , le théorème pré- 
cédent subsiste. 

1^2* L’analyse précédente, quoique très - générale , suppose 
encore que la mer recouvre en entier le sphéroïde terrestre, que 
sa profondeur est régulière, et qu’elle n’éprouve point de résistance 
de la part du sphéroïde qu’elle recouvre. Ces suppositions n’ayant 
pas lieu dans la nature , on peut douter que le théorème précédent 
s’applique exactement à la mer. Comme il est très-important dans 
la théorie des mouvemens de la terre; en voici une démonstration 
générale , quelles que soient les irrégularités de la ligure et de la 
])rofondeur de la mer, et les résistances qu’elle éprouve. Pour 
cela , je vais rappeler le principe de la conservation des aires , qui a 
été démontré dans le chapitre V du premier Livre. 

«Si l’on projette sur un plan fixe, chaque molécule d’un système 
» de corps qui réagissent d’une manière quelconque , les uns sur 
)) les autres ; si de plus , on mène de ces projections , à un point 
» fixe pris sur le plan , des lignes que nous nommerons rayons 
» vecteurs ; la somme des produits de chaque molécule, par l’aire 
» que décrit son rayon vecteur, est propottionnelle au temps, 
» en sorte que si Tou nomme ^ , cette somme, et ^ , le temps , ou 
)) aura ^=ht) h étant un coefficient constant ». 

Ce principe a, dans la question présente , le grand avantage d’être 
également vrai , dans le cas où le système éprouve des changeinens 
brusques , comme cela a lieu pour la mer dont les oscillations sont 
brusquement altérées par les frottemens et par la résistance des 
rivages. 

Si le système est soumis à l’action de forces étrangères ; ^ ne 
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sera plus proportionnel au temps et par conséquent , l’élément dt 
du temps étant supposé constant, la valeur ne sera plus cons- 

tante. Pour déterminer sa variation, on considérera toutes les 
molécules du système , comme étant en repos et isolées ; on fera 
ensuite une somme de tous les produits de chaque molécule , par 
Faire que décriroit son rayon vecteur dans l’instant dt^ en vertu 
des forces étrangères qui la sollicitent , et cette somme sera égale à 
; car il résulte du principe que nous venons d’exposer, que la 
réaction des différens corps du système ne doit rien changer à cette 
valeur de d'ué!. 

Concevons , cela posé , une masse en partie fluide , et qui tourne 
autour d’un axe quelconque ; supposons qu’elle vienne à être sol- 
licitée par des forces attractives très-petites de l’ordre a , et qui 
laissent en repos , son centre de gravité. Si l’on fait passer par ce 
centre , un plan fixe que nous prendrons pour plan de projection , 
et que l’on fasse partir de ce meme point , les rayons vecteurs des 
diflérentes molécules ; la somme des produits de chaque molécule, 
par Faire qu’aura décrite son rayon vecteur , sera aux quantités 
près de l’ordre <»*, la même que si la masse eut été entièrement 
solide. 11 suffit, pour le faire voir, de prouver que la valeur do 
d'u4 sera la même dans la supposition de la masse en partie fluide, 
et dans celle de la masse entièrement solide ; or si Fon considère 
qu’après un temps quelconque , la figure de la masse , et la manière 
dont elle se présente à Faction des forces étrangères , ne peuvent 
différer dans ces deux hypothèses , que de quantités de l’ordre « / 
si Fon observe d’ailleurs, que ces forces ne sont elles-mêmes, que 
de l’ordre it j il est aisé d’en conclure que la différence des valeurs 
de d^^^ dans ces mêmes hypothèses , ne peut être que de l’ordre «t*, 
et qu’ainsi , en négligeant les quantités de cet ordre , on peut sup- 

dA 

poser les valeurs correspondantes de —, égales entre elles dans 
ces deux hypothèses, 

Imaginons présentement, que la masse dont nous venons de 
parler , soit la terre elle-même , que nous regarderons d’abord 
comme un sphéroïde de révolution, très-peu différent d’une sphère, 
et recouvert d’un fluide de pen de profondeur. L’action du soleil cl 
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âe la lune , excitera des oscillations dans le fluide , et des mouve- 
inens dans le sphéroïde j mais ces oscillations et ces mouvemens 
doivent, par ce qui précède, être combinés do manière qu’après 

un temps quelconque , la valeur de soit la même que si la terre 

eût été entièrement solide. Cherchons d’abord cette valeur, dans 
cette dernière supposition. 

Soit à l’origine du mouvement , S riucliiiaison de l’équateur à un 
plan fixe que nous supposerons être celui de l’écliptique à une 
époque donnée ; 4 l’angle que forme l’intersection de ce plan et de 
l’équateur, avec une droite invariable menée sur le plan de cette 
écliptique , par le centre de gravité de la terre ; soit de plus , nf le 
mouvement de rotation de celte planète. Il est clair que tous les 
cliangemens qui surviennent dans le mouvement du système, 
après le temps t, dépendent des variations de ô , 4 et /z. Supposons 
qu’après ce temps , 9 se change en Ô-hctJ'ô, 4 en 4+«‘f'4, et n en 
n-^d^n. On a vu précédemment, que les seuls termes auxquels il 
soit nécessaire d’avoir égard, sont ceux qui croissent proportion- 
nellement au temps, et ceux qui étant périodiques, sont multipliés 
par des sinus et des cosinus d’angles croissans très -lentement, et 
divisés par les coefliciens du temps dans ces angles ^ on peut 
donc, en n’ayant égard qu’à ces termes, supposer 9, 4 et tz cous- 
tans , en différentiant la fonction 

Concevons maintenant , que le plan fixe sur lequel on projette 
les mouvemens des molécules de la terre , passe par son centre de 
gravité, supposé immobile, et forme l’angle y avec l’écliptiquc 
fixe dont nous venons de parler ; et que l’intersection de ces deux 
plans , forme l’angle C, avec la droite invariable d’où nous fiiisons 
commencer l’angle 4 • on aura à l’origine, 



ilf étant fonction de 9 , 4 , ^ , et des quantités yclC qui déterminent 
la position du plan de projection. Après un temps quelconque 

on aura on changeant dans My 9, ^ et /z , en , 4-fa<f'4 

et ni-A^ni en désignant donc par la variation de — 

ut il t 
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après ce temps , on aura en négligeant les quantités de l’ordre 



Nommons C, la somme des produits de chaque molécule de la 
terre , par le quarré de sa distance à Taxe de rotation , et l’in- 
clinaison du plan de projection , sur l’équateur terrestre j il est aisé 
de voir que l’on aura cos . ^ ; or on a 

cos. V' •==. cos.'j/.cos. fl-Hsin.y.sin.ô.cos. fC— / 
on aura ainsi , 


(sin.p^.cos.d.cos.^'é* — cos.o^.sin.ô} 
' 4t * * I +J'4*sin.>.sin. Ô.sin.fC — 


-4; 


).(p) 


4-jC.<^'n. {cos. >.co8. ô+sin.>.sin. 5.COS. 4^} ; 
expression dans laquelle on peut, sans erreur sensible , détermi- 
ner C, comme si la terre étoit une sphère. Cherchons présente- 
ment l’expression de la même quantité , dans le cas où la terre est 
un sphéroïde recouvert d’un fluide de peu de profondeur. 

Soient <r4' et les variations de 4 et n, relativement 
au sphéroïde , en ne conservant dans ces variations , que les termes 
QU proportionnels au temps , ou multipliés par des sinus ou des 
cosinus d’angles croissans très-lentement , et divisés par les coeffi- 
ciens du temps, dans ces angles. Il est clair, par ce qui précède, 

qu’il en résulte dans la valeur de , une variation à très - peu 
près égale à 

-ttnC * {sin.T'.cos.fl.cos. — 4^ cos. 7 *sin. fl} ) 

* I -b J'4'*sin.>.sin. fl,sin. — 4^) J 

-pi^C.cTw'. (co3.>.cos. fl+sin.^.sin.fl.cos.f? — 4^} > 


le peu de profondeur du fluide permettant de regarder ici C, comme 
représentant encore le produit de chaque molécule de la terre , par 
le quarré de sa distance à l’axe de rotation. Pour avoir la variation 

entière de ~, il faut ajouter à la variation précédente , celle qui 

résulte du mouvement du fluide , et que nous désignerons par 

dA 

or on a vu que la variation entière de ~ , est égale à celle que 

donna 
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donne l’équation (/>) , et qui anroit lieu , si le üuide qui recouvre 
la terre , formoit une masse solide avec elle ; oa aura doue en éga- 
lant ces deux variations , 

o = {sin.^.cos. 9 .cos.("^— 4^-_cos.7.sinJ} 1 / . 

1 +r<l'4^“~**^4-^*3in.>,sin.ô,sin. — 4J J ^ 

+ itC. {^n — {cos.^.cos.Ô-fsin.^.siu.â.cos.fâ — 4^} + 2 ct<î'L, 

Les seuls termes de l’expression de aS'Ij^ auxquels il faut avoir 
égard , sont ceux qui sont proportionnels au temps , ou qui ren- 
fermant les sinus ou cosinus d’angles croissans avec beaucoup de 
lenteur , sont divisés par les cocHiciens du temps , dans ces angles. 
On peut dans le calcul de ces termes , n’avoir point égard aux 
variations du mouvement du spliéroïde terrestre ; parce que l’in- 
fluence de ces variations sur la valeur de uJ'L, est par rapport à 
ces variations elles-mêmes , du même ordre qfte le rapport de la 
masse du fluide, à celle du spliéroïde. On peut ensuite , dans le 
calcul des attractions du soleil et de la lune sur la mer , négliger la 
partie de ces attractions , dont la résultante passe par le centre du 
spliéroïde, et qui liendroit par conséquent, la terre en équilibre 
autour de ce centre , si la mer venoit à se consolider j car il est clair 

dA 

qu’en vertu de cette force, la variation de scroit nulle dans 

dt 

cette hypothèse , et par ce qui précède , l’état de Iluidité de la mer, 
ne peut influer sur cette variation. Celte partie des attractions pro- 
duit dans l’océan , les oscillations de la première et de la troisième 
espèce, que nous avons considérées dans les ii'”. 5 , 6 , 9 et lo du 
quatrième Livre. Quant à l’autre partie des attractions lunaire et 
solaire, on a vu dans les n**. 7 et 8 du quatrième Livre, qu’ejlo 
produit les oscillations de la seconde espèce, dont dépend la difle- 
rence des deux marées d’un niêine jour; or sans être en état de 
déterminer ces oscillations, pour toutes les hypotlièses de pro- 
fondeur et de densité de la mer, on a vu cependant dans les n®‘. 
cités, que les expressions de ces oscillations ne renferment ni 
termes proportionnels au temps, ni sinus ou cosinus d’angles crois- 
içans très-lentement , divisés par les coefliciens du temps dans ces 
Mi:cAN. cÉr.. Tome U. X x 
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angles J en désignant donc par x',y\ z\ les trois coordonnées rec- 
tangles qui déterminent la position d’une molécule fluide que nous 
représenterons par drji, relativement au plan de projection ; x\y, 

z\ ainsi que^, ne renfermeront aucun terme sem- 

x’ dy' -^y' d x' 

blablc, et cela est encore vrai, de la différentielle ■ - —y - et 

dt 

de son intégrale Sd -- ^ , étendue à toute la niasse 

fluide ; cette intégrale représentant la partie de qui est rela- 
tive au fluide, il en résulte que sa variation et /Z, ne renferme 
aucun terme de la nature de ceux dont il s’agit ; on peut donc eft’a- 
ccr 2 «tîTZ de l’équation (<7), ce qui la réduit à celle-ci, 

O = — «Tô ), {sin,>/.cos. S.cos.f^ — 4>) — cos.>'.sin.fl} 

-hn, ((r4'*«-<r4} •sin»y*8in.Lsin,(C — 4^ 

(cos. j^.cos.ô + sin,7.sin.®.cos.('^ — 4^}» 

Cette équation ayant lieu , quels que soient et on peut y sup- 
poser d’abord Cr=4, et > = 9, ce qui donne o=:^n'— J' n; l’équa- 
tion précédente devient ainsi , 

0 = (sin.7.coSr9,cos.('^ — — cos.;^.sin. 9} 

q-^j'4' — <r4^.sin. j/.sin. ô.sin.f^ — 4>)* 

En supposant > = o, dans cette équation, on aura o^cTO' — «T 9^ 
et par conséquent aussi, o = «t^4' — ^4; on aura donc, 

,* <r9'=<r9 ; (r4^==«i'4i 

d’où il suit que les variations du mouvement du spliéroïdc terrestre 
recouvert d’un fluide, sont les mêmes que si la mer formoit une 
masse solide avec la terre. 

Maintenant, il est facile d’étendre la démonstration précédente, 
au cas de la nature , dans lequel la ligure de la terre et la profon- 
deur de la mer sont fort irrégulières, et les oscillations' des eaux 
sont altérées par un grand nombre d’obstacles j car tout se réduit à 
faire voir que <t<rZ, ne renferme alors ni terme proportionnel au 
temps, ni sinus ou cosinus d’angles croissans avec lenteur, divisés 
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par le coefficient du temps dans ces angles; or si Ton se rappelle ce 
que nous avons dit dans les n°‘. i 4 et suivans du quatrième Livre, 
on voitque les expressions des coordonnées des moléculesdc l’océan, 
ne renferment point de termes semblables ; elles dépendent , à la 
vérité, des élémens de l’orbite de l’astre attirant, et ces élémens 
croissant avec lenteur, introduisent dans les expressions de ces 
coordonnées, des termes semblables , mais sans être divisés par de 
très-petits coefficiens. Il est donc généralement vrai que de quelque 
manière que les eaux de la mer réagissent sur la terre , soit par 
leur attraction , ou par leur pression , ou par leur frottement et les 
diverses résistances qu’elles éprouvent , elles communiquent à 
Taxe de la terre, un mouvement à très-peu égal à celui qu’il *rccc- 
vroit de l’action du soleil et de la lune sur la mer, si elle venoit à 
former une masse solide avec la terre. 

I^ous avons fait voir (ii*’. 8 ), que le moyen mouvement de 
rotation de la terre est uniforme, dans la supposition où cette 
planète est entièrement solide , et l’on vient de voir que la Iluîdité 
de la mer et de l’almosplicrc ne doit point altérer ce résultat. Les 
niouvemens que la chaleur du soleil excite dans l’atmosplièrc , et 
d’où naissent les vents alisés , semblent devoir diminuer la rotation 
de la terre : ces vents souffient entre les tropiques, d’occident en 
orient, et leur action continuelle sur la mer, sur les continens et 
les montagnes qu’ils rencontrent, paroît devoir alToiblir insensi- 
blement ce mouvement de rotation. Mais le principe de la conser- 
vation des aires , nous montre que l’effet total de l’atmosphère sur 
ce mouvement , doit être insensible ; car la chaleur solaire dilatant 
également l’air dans tous les sens, elle ne doit point altérer la 
somme des aires décrites par les rayons vecteurs de chaque mo- 
lécule de la terre et de l’atmosphère, et multipliées respectivement 
par leurs molécules correspondantes; ce qui exige que le mouve- 
ment de rotation ne soit point diminué. Nous sommes donc assu- 
rés qu’en même temps que les vents alisés diminuent ce mouve- 
ment , les autres mouvemens de l’atmosphère qui ont lieu au-delà 
des tropiques, l’accélèrent de lainême quantité. On peut appliquer 
le même raisonnement aux tremblemcns de terre, et en général , 
à tout ce qui peut agiter la terre’dans son intérieur et à sa surface. 

Xx 2 



548 MECANIQUE CÉLESTE, 

Tjc (](• placement de scs parties peut seul allcrcr ce mouvement ; si, 
par exemple, un corps placé au pôle, éloit transporté à l’équa- 
leur ; la somme des aires devant toujours rester la meme , le mou- 
vement do rotation de la terre en seroit un peu diminué; mais 
pour que cela fut sensible, il faudroit supposer de grands cliange- 
iiicns dans la constitution de la Icrrc. 


l.ô. Comparons maintenant, la théorie précédente, aux ob- 
servations , cl voyons les conséquences qui en résultent sur la 
coiistilution du globe terrestre. Si dans l’expression de 9 du n®. 6, 

le 

on réduit s.y dans une série ordonnée par rapport 

aux puissances de t; on aura, eu ne conservant que la première 
puissance , 

le le 

2. — , cos. ( ft-hC):=z^,y^COS.C — 1 1, 1.C.sin.^'. 

Pienons pour plan fixe, celui de l’écliptique, au commencement 
de 1750, où nous fixerons l’origine du temps t. Le qnarré de l’in- 
clinaison de l’cclipticpic vraie sur ce plan , étant par le 5 , 
{s.c.sin.('/^-}-^j}*-)- {2,c’.cos.f//+^>)}“> on a 
2.6*.siii. O ; 2.c.cos.^=o; 

ce qui donne, en négligeant le quarre de ft, 

le le 

2.— .COS-é/^ + = X.-'.COS.é’, 

En retranchant ce terme, de h; on aura l’inclinaison moyenne de 
l’équateur ii l’écliptique , au commencement de j'j5o : mais /» 
étant arbitraire, on peut supposer qu’il exprime celte inclinaison 

moyenne, et alors il faut augmenter la valeur de /i, de s»y,cos,Cj 

dans les autres termes de l’expression de 0 ; mais vu la petitesse de 
ces termes, on peut se dispenser de cette opération. On aura ainsi, 


. hc 

0 — CÜS. 

r* +'';■/ 




.et , /.tang./i f m 

(j f + ^ )-\- — --.]C0S.Î2i^-l— ;.A.C0S.2J^' 

k ■valeur de 8' du n°. 7 deviendra , 




iKc' 

(>-Wf 


.cos.(7'fl-0+ 


/.tang./i 

ain.(i-^h) 


.■f 


m , 

COS.2V+ — .A,COS.2^ 
m 
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Enfin, les valeurs de 4 et de 4' des n°*. 6 et 7, deviennent, en 
comprenant dans /, tout ce qui multiplie tÿ 

4 = /t Isin. 2t^+^*^«sin.a^''| 

i Tn J 






4'= //— /.cot. A.s.cy’.cos.é’ 


. cot. a /i . sin. ( f't -f / 

l 




f . rn 

. { sin.at^H — ;• 
[ m 


x.sin.2 


Le terme — ^.s.c/'.sin.é’ de Fcxpression de Ô', exprime la diminu- 
tion séculaire actuelle de l’obliquité de l’ccliptique; les observa- 
tions laissent encore de riricertitudc sur cet objet. En prenant un 
milieu entre leurs résultats, on peut fixer cette diminution à i54'',5 
dans ce siècle j ainsi T représentant une année julienne, nous sup- 
poserons 

r.s.c/.sin.C=:i",543. 

Cette équation donne par la théorie des planètes, que nous expo- 
serons dans le Livre suivant , 

r. 2 . cf. cos. o'^, 24794. 

Les observations donnent à très-peu près la précession annuelle des 
équinoxes dans ce siècle , égale à i54'',65, partant, 

IT — o'V24794.cot.4=: i54'^',65. 


L’obliquité de l’écliptique en 1760, a été observée de 26%0796 j c’est 
la valeur de A, d’où l’on tire , 

/!r= i55",20. 

L’inclinaison moyenne de l’orbe lunaire à l’écliptique , est de 
5°,7 i 88 , ce qui donne , 

c'= tang.5®,7i885 

f'T est le mouvement sydéral des noeuds de l’orbite lunaire , 
pendant une année julienne, et les observations donnent 
/r^2i5o65''5 


l’année sydérale étant de 365»-, 256584 , on a 
4oo*.365»->a5 


mT^ 


365^ -,256384 


599”, 9930. 
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Enfin, les observations donnent = m. 0,07480 , et les observa- 
tions des marées nous ont donné dans le quatrième Livre, x=3 ; 
cela posé , les valeurs précédentes de ô', 4 et 4^ deviendront 

0 = 26%07 96 -b 3 1 ",o56 ♦ cos . a' + 1 ^54 1 . cos , a + o'', 1 00 . cos. a p' y 

6' = 26%o796-ia'',543+3i",o36.cos.A'-bi'^j34i.cos.2f'+o", lOO.COS.at^'; 

4 = * • 1 55 "f 2 o — 67'', 998 . sin . a' — 3 ", 088 . sin. a — o'',a 3 1 . sin. a p'; 
4'= L 1 54', 63 — 57'', 998 . sin, a' — 3 '',o 88 . sin. 2 p — o", 25 i . sin, a p\ 


i étant le nombre des années juliennes écoulées depuis le commen- 
cement de 1760 , et a' étant la longitude du nœud ascendant de 
l’orbite lunaire. 

Si Ton nomme v l’ascension droite d’une étoile, et s, sa déclinai- 
son, s étant négatif, lorsque la déclinaison est australe; si l’on 
désigne ensuite par «J'd, <rô', <r4, J'4^ et J'.?, des variations très- 
petites de ô, ô', 4, 4 ) ^9 5 ; on trouvera par les formules différen-»’ 
tielles de la trigonométrie sphérique , 


S's = <r4*sin.9.cos. w + <r9.sin.v ; 

iT 

S'v =<r4.cos.0+«^4’Sin.9.tang.s.sin.u— .<r0.tang.5.oos.ü — : — x.cf.cosA 

8in,« ' 


On pourra , au moyen de ces formules , transporter les catalogues 
d’étoiles , d’une époque à une autre peu éloignée ; mais pour plus 
d’exactitude, il faudra prendre pour 0, v et les valeurs qui 
correspondent au milieu de l’intervalle de temps compris entre ces 

iT.S .cf*. cos. C , ^ 

deux époques. Le terme est, par ce qui précède, égal 

à 62248 : ces valeurs de <r^ et de /w , donnent 


{cQS. tf+sin.fl .tang.^.sin.v} — {«ry-bi-o", 6 a 248 } •«n. ô . 
cos. d . sin. y q- sin. 0 . tang. s 
.Ts.tang. s.cos. v q-f<rv 4 - 

cos. é .sin. y -|-sin.0.tang.^ ’ 


Les variations observées de l’ascension droite et de la déclinaison 
des étoiles , feront ainsi connoître celles de $ et de 4, C’est de cette 
manière que Bradley a reconnu l’inégalité principale de 9 , dési- 
gnée par le nom de nutation, et qui dépend de la longitude du 



PREMIERE PARTIE, LIVRE V. 35i 
noeud de Torbite lunaire. Ses observations lui ont donné 27 ^^ 778 , 
pour le coefficient de cos. A', dans l’expression de 9 ,• Maskelyne , 
par une discussion plus exacte encore , des mêmes observations , 
a trouvé ce coefficient égal à 29 ^, 32 1 , et nous l’avons trouvé par la 
théorie , égal à 3i'^,o56 5 la petite différence est dans les limites des 
erreurs des observations qui s’accordent autant qu’on doit le sou- 
haiter, avec la loi de la pesanteur universelle. On les feroit coïn- 
cider exactement, en diminuant un peu la valeur de a, que nous 
avons supposée égale à 3 j on pourroit même déterminer cette 
valeur , par ces observations; mais les phénomènes des marées me 
paroissant la donner avec plus d’exactitude, le coefficient dont nous 
venons de parler , doit très-peu différer de 3i'',o36. 

Le mouvement rétrograde 4 des équinoxes, sur l’écliptique fixe, 

est produit par le mouvement rétrograde du pôle terrestre, sur un 

cercle parallèle à cette écliptique ; ce second mouvement est égal à 

, . * » , . * cos. 2 ^ . , 

4.sin.4, ou a — —r. p-.sin.A , eu ne considé- 

^ ^ fï+A;./' cos.h ^ 

rant avec les Astronomes , que la plus grande des inégalités pério- 

l\ç 

diques de 4* L’inégalité — — ^.cos. A', de 9, indique dans le pôle 
( 1 -r^J J 

terrestre, un mouvement dans le sens du cercle de latitude qui 
passe par ce pôle. Ces deux mouvemens peuvent être représentés 
de cette manière. On conçoit le pôle de l’équateur, mû sur la cir- 
conférence d’une petite ellipse tangente à la sphère céleste, et dont 
le centre, que l’on peut regarder comme le pôle moyen de l’équa- 
teur, décrit uniformément, chaque année , 1 55’, 20 , du parallèle à 
l’écliptique fixe, sur lequel il esi situé. Le grand axe de cette ellipse, 
toujours tangent au cercle de latitude, et dans le plan de ce grand 
cercle , sous-lend un angle de 62^,1 ; le grand axe est au peüt axe , 
comme le cosinus de l’obliquité de l’écliptique, est au cosinus du 
double de cette obliquité ; ce petit axe sous- tend par conséquent 
un angle de 46’’, 2 . La situation du vrai pôle de l’équateur sur cette 
ellipse , se détermine ainsi. On imagine sur le plan de l’ellipse , un 
petit cercle qui a le même centre, et dont le diamètre est égal à son 
grand axe ; on conçoit encore, un rayon de ce cercle , mû unifor- 
mément, d’un mouvement rétrograde, de manière que ce rayon 
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coiijcide avec la moitié du grand axe, la plus voisine de l’éclip- 
tique, toutes les fois que le nœud moyen ascendant de l’orbe lunaire 
coïncide avec l’cquinoxe du printemps; enfin de l’exlréinité de ce 
rayon mobile , on abaisse une perpendiculaire sur le grand axe de 
l’ellipse ; le point où cette perpendiculaire coupe la circonférence 
de cette ellipse , est le lieu du vrai pôle de l’équateur. 

Jusqu’ici les Astronomes n’ont point eu égard aux inégalités 
dépendantes de l’angle mais vu la précision des observations 
modernes, ces inégalités ne doivent point être négligées. 

l4. Reprenons la valeur de /, trouvée dans le n°. 6 , et pour 
plus d’exactitude , conservons les quarrés des excentricités et des 
inclinaisons des orbites ; on aura , 


„ 5 m _ 

cos J 
4n 



fl , ^ {a.cos.*y — sin.*'}}'! 

\ c }•' 

1 1 ^ ' J î 

(éi— 2.(^1 — J 


e étant l’excentricité de l’orbite solaire, e' étant celle de l’orbite 
lunaire, et y étant l’inclinaison de l’orbite lunaire à l’écliptique. 
Les observations donnent, 

<? = o,oi68i4 5 ^’=o,o55o568; 

^ est le rapport du jour sydéral à l’année sydérale, et ce rapport 
est égal à 0 , 002 7 5o53 ; on aura ainsi, 

~ -j . {i+A.o, 992010 } . 7516 ", 3o. 

On peut supposer sans erreur sensible, par le n®. précédent, 
/ !r= î. 56'',20 ; on aura donc , en faisant a = 3. ('i + , 

a C — A — B opoBigSaS 

C X -fl?. 0, 748493* 

Qn a à fort peu près, par le n®. 2 , 

aC — A — B aei,.(fi — j<pJ.S.pa*.da 

C $.pa^.da * 


il est remarquable que la valeur de h"” du même n®., n’entre point 
dans cette équation ; d’où il suit que les niouvemens de la terre 
autour de son centre de gravité, sont les mêmes que si elle étoit 
un ellipsoïde de révolution, dont «A seroit l’elliptiçité. f étant 
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^ TT?» comparaison des deux expressions précédentes de 
fiC— J— 5 _ 

^ J cloïiucrii 

- _ o,ooî3i5û6Gi .5.0 .a4Jû! 

tl/l = 0,00 17001-4- — . 

éi -i" ^ • 0,74^49^ ^ . 5 . P «* . d O 

On doit supposer, conformément aux loix de l’hydrostatique, que 
la densité des couches du sphéroïde terrestre, diminue du centre à 
la surface, et dans ce cas, est plus petit que ^.S^pa^da; 

en faisant donc C=o , conformément aux observations des marées^ 
la valeur de et/i sera moindre que o,oo3:288i , ou que j—. Si la 
terre est elliptique, u/i exprime son ellipticité j on ne peut donc 
pas supposer cette ellipticité plus grande que Celte fraction, et 
celle-ci yfg, sont les limites de celte eUipücité , qui résultent des 
phénomènes de la précession et de la nutation de Taxe terrestre. 

On a vu dans le troisième Livre , que st A = J a ^ , dans riiypothèse 
de l’homogénéité de la terre; ce qui donne en vertu de l’équation 
précédente, 3^ égal a fort peu près à — | et par conséquent, a = 
Celte valeur est trop éloignée de satisfaire aux pliénomènes des 
marées , pour pouvoir être admise. Dans ce cas , la nutation ne 
seroit que 5 de la précédente , et par conséquent de 24", 1 , ce qui 
diffère trop des observations astronomiques, pour être admis ; ainsi, 
ces observations et celles des marées concourent à faire rejeter 
l’hypothèse de la terre homogène. Déjà , les observations de la Ion-* 
gueur du pendule à secondes , nous ont conduits à ce résultat , dans 
le troisième Livre : elles nous ont donné, au plus , pour la valeur 

de A A. Cette fraction étant moindre que j~; on voit que les obser- 
vations de la longueur du pendule , se concilient très-bien , avec 
celles de la nutation et de la précession , et avec les observations 
des marées. 

Pour mieux saisir l’cnscmblc des phénomènes qui tiennent à la 
figure de la terre, et leur accord avec le principe de la pesanteur 
universelle ; rappelons les divers résultats auxquels nous sommes 
parvenus sur la nature des rayons terrestres. 

L’expression du rayon d’un sphéroïde quelconque très -peu dif- 
férent d’une sphère, peut être mise sous celte forme, 

X + «. { y 0+ yco + &c. } . 

MécAK. cÉ’.L. Tome II. Y v 
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Si l’on fixe relativement à la terre, l’origine de ce rayon , au centre 
de gravité de la planète j on a vu dans le n®. 3 i du troisième Livre, 
que les conditions de l’équilibre de la mer, donnent = oj ce 
qui réduit l’expression. du rayon terrestre , à cette forme, 

+ &c.}. 

L’état permanent de l’équilibre de la mer, exige que l’axe de rota- 
tion de la terre , soit un de ses axes principaux, et pour cela , il faut 
par le n®. 32 du troisième Livre, que soit de cette forme , 

— A. a—/"*; - cos. 2 ; 

htih"*' ^ étant deux constantes arbitraires que l’observation seule 
peut déterminer, et qui dépendent de la constitution du globe 
terrestre. 

Ces résultats sont les seuls que fournit l’état permanent de l’équi- 
libre de la terre J ils sont communs à tous les corps célestes que 
recouvre un fluide en équilibre. Les observations sur la longueur 
du pendule à secondes, ont donné de nouvelles lumières sur la 
nature du rayon terrestre : elles nous ont appris que la constante h 
est cà fort peu près égale à — 0,002978 , par le n®. 42 du troisième 
Livre *, que la constante h'"' est insensible relativement à ^ ; que la 
quantité y -H &c. est pareillement, très-petite relative- 

ment à y j qu’il en est de même, de la première difterencc de cette 
quantité, par rapport à celle de y^*^; et qu’ainsi l’on peut, dans le 
calcul du rayon terrestre et de sa première différence , lui supposer 
«ans erreur sensible, celte forme , 

1 — 0, 002978, — 

Les mesures des degrés des méridiens font voir que cette supposition 
ne doit pas s’étendre jusqu’aux secondes différences du rayon ter- 
restre, et que la fonction y + y^^^+ &c.acquiertpar une seconde 
différentiation , une valeur sensible. 

Le phénomène de la précession des équinoxes et de la nutation 
de l’axe terrestre , ne dépend , comme on l’a vu , que de Y 5 il 
ne détermine pas la valeur de h , mais il donne les limites entre 
lesquelles celte valeur est comprise: ces limites sont yh tts j 
valeur precedente qui résulte des observations sur la pesanteur, 
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tombe dans ces limites ; elle indique de plus , une diminution dans 
la densité des couches du sphéroïde terrestre, depuis le cent ce jusqu’à 
la surface, sans nous instruire cependant, de la véritable loi de 
cette diminution dont l’existence est prouvée d’ailleurs , soit par la 
stabilité de l’équilibre des mers , soit par le peu d’action des mon- 
tagnes sur le iîl à plomb , soit enfin, parles principes de l’hydros- 
tatique , qui exigent que si la terre a été primitivement fluide, les 
parties voisines du centre , soient en même temps , les plus denses. 

Ainsi, chaque phénomène dépendant de la figure de la terre, 
nous éclaire sur la nature du rayon terrestre, et l’on voit qu’ils 
sont tous , parfaitement d’accord entr’eux. Us ne suffisent pas , à la 
vérité, pour nous faire connoître la constitution intérieure de la 
terre; mais ils indiquent l’hypothèse la plus vraisejnblable , celle 
d’une densité décroissante du centre à la surface. La pesanteur 
universelle est donc la vraie cause de ces phénomènes ; et si elle ne 
s’y manifeste pas d’une manière aussi précise , que dans les mouve- 
mens planétaires ; cela vient de ce que les inégalités de la force 
attractive des planètes , qui tiennent aux petites irrégularités de 
leur surface ou de leur intérieur, disparoissent à de grandes dis- 
tances , et ne laissent appcrcevoir que le simple phénomène de la 
tendance mutuelle de ces corps , vers leurs centres de gravité. 

L’hypothèse de Bouguer, que nous avons examinée dans le n®. 35 
du troisième Livre , donne a Æ = 0,00647 17 , ou 7^7 , ce qui s’éloigne 
trop delà limite -j — , pour cire admissible; ainsi les phénomènes de 
la précession et de la nutation concourent avec les observations du 
pendule, à faire rejeter cette hypothèse. 


Yy 2 
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CHAPITRE IL 


Des mouvemens de la lune , autour de son centre de gravité. 

1 5 . La lune , en tournant autour de la terre , nous présente tou- 
jours à fort peu près , la même face ; ce qui prouve que son moyen 
mouvement de rotation , est exactement égal à son moyen mouve- 
ment de révolution , et que son axe de rotation est presque perpen- 
diculaire au plan de l’écliplique. Les observations du mouvement 
des taches de la lune , conduisirent Dominique Cassini , à ce résultat 
remarquable , savoir que \ équateur lunaire est incliné d environ 
î278' au -plan de V écliptique , et que le nœud descendant de cetéqua^ 
leur , coïncide constamment avec le nœud ascendant de V orbite 
lunaire. Tobie Mayer a confirmé depuis , ce résultat, par un grand 
nombre d’observations qu’il a faites lui-même vers le milieu de ce 
siècle , et qu’il a discutées avec tout le soin possible : seulement , il 
a trouvé l’inclinaison de l’équateur lunaire à l’écliptique , moindre 
que Cassini ne l’avoit supposée, et de i 65 '; et pour détruire le 
soupçon que cette inclinaison a pu diminuer depuis le temps de ce 
grand astronome, il assure avoir reconnu par les observations de 
ce temps , qu’elle étoit la même alors, qu’aujourd’hui , c’est-à-dire, 
de i66'. Voyons maintenant ce qui doit résulter à cet égard , de 
l’action de la terre et du soleil , sur le sphéroïde lunaire. 

1 6* Considérons d’abord l’action de la terre , et reprenons pour 
cela , les équations ( G ) du n®. 4 qui s’appliquent évidemment à la 
lune, en observant qu’alors L représente la terre, son rayon 
vecteur mené du centre de la lune , supposé immobile , et que 
Xa y, Z sont les trois coordonnées de la terre, rapportées à une 
écliptique fixe passant par le centre de la lune. L’angle fl étant fort 
petit , nous négligerons son carré et son produit par Z ,* nous 
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j. ry , à cause de la pe- 
j, rtX g : les équations (G) devien- 


dront ainsi, 
ZLdt 

â 


rf;, = ^. { (-v— AT*;. sin. 2 ?> + a xr. C 03 . a ? } ,• 


Si l’on nomme ç , le mouvement vrai en longitude, de la terre vue 
de la lune , ce mouvement étant rapporté au nœud descendant de 
l’équateur lunaire ; on aura, en négligeant le quarré de l’inclinaison 
de l’orbite lunaire à l’écliptique, 


X= r^.cos.j' y jr= r^.sin. ♦'Z 
la première des équations (G') devient ainsi, 
ZL.dt (B-A\ . . 


Pour intégrer cette équation ; nous observei'ons que si l’on désigne 
par m , la vitesse moyenne angulaire de la terre, autour de la lunej 
son moyen mouvement sera fmdt, et l’on aura 

&c. j 

Jï.sin.n+&c. , exprimant les inégalités de v, ordonnées par rap- 
port au moyen mouvement Soit 

U = ? — 4 — fmdt } 

on aura 

2 P — i2(p= — 2 w+alf.sin, n-j- &c. ; 
et par conséquent, 

sin.('2 — 2 p)= — sin. 2 2^ — 2^.cos. 2 w.sin.n— &c. j 
Si l’on néglige le quarré de 0 , on a par le n®. 4 , 

dp — d4 
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parlant, 


dt' 


ddii dm 


la première des équations (G') prendra donc cette forme, 

ddu dm ZL (B-A\ . 3L fB-À\ 

}H.oos.m.smJi - &c. 

Les observations nous ayant fait connoître que le moyen mouve- 
ment de rotation de la lune est égal à son moyen mouvement de 
révolution autour de la terre, Tangle u est toujours fort petit , en 
sorte que l’on peut supposer sin. 'lu — ^u^ et cos. 2 m = i ; on a 

d’ailleurs à fort peu près , ^ = 771* ; 011 aura donc , 

ddu _ ^ /B-A\ dm ^ fB-A\ . 

La valeur de — dépend de l’équation séculaire de la lune, et nous 

verrons dans la théorie de la lune, que si m!t est le moyen mouve- 
ment sydéral du soleil , et e' l’excentricité de son orbite , on a 
dm 3rH'*.e'.de' 


dt 


mdt 


011 aura donc à très-peu près, en intégrant l’équation précédente, 

, T 1 . , m'^.d^.fe* .de ) 

et en négligeant la quantité 




1 1 t 

u= Q.sin. [mt. + J ] + - 

\ c ) 

Q et F étant deux constantes arbitraires. Examinons les consé- 
quences qui résultant de cette intégrale. 

ni e r- 

Nous observerons d’abord que le terme 




de cette in- 
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tégrale , est insensible , quoique divisé par la petite fraction 


B-A 


vu l’excessive lenteur avec laquelle l’excentricité e' varie; on peut 
donc négliger ce terme. Tous les autres termes de l’expression de u 
varient d’une manière beaucoup plus rapide ; mais cette expression 
reste toujours fort petite , si Q est un petit coefficient. Présente- 
ment , l’équation 


dp ddu dm 


donne, 


fpdt=zu-{‘ fm dt ; 


fpdt QSi par le n*. 8, le mouvement de rotation de la lune autour 
de son troisième axe principal ; on voit donc que les deux moyens 
mouvemens de rotation et de révolution de cet astre , sont parfai- 
tement égaux entr’eux , et que l’action de la terre sur le sphéroïde 
lunaire , fait participer le premier de ces deux mouvemens , aux 
inégalités séculaires du second. Il n’est point nécessaire pour cette 
égalité parfaite, qu’eà l’origine, les deux mouvemens de rotation et 
de révolution aient été égaux, ce qui seroit infiniment peu vrai- 
semblable ; il suffit qu’eà cette origine où nous supposons / = o, la 
vitesse p de rotation de la lune ait été comprise dans les limites 


m + > et m— mQ. 

limites dont l’étendue est arbitraire, à cause de l’arbitraire Q. 
Cette étendue est, à la vérité, fort petite, à raison de la petitesse 

de Q et de 9 suffit pour faire disparoître 

l’invraisemblance qu’il y a, à supposer qu’à l’origine, les mouve- 
mens ont été tels , que dans la suite , le moyen mouvement de 
rotation de la lune , a constamment égalé son mouvement moyen 
de révolution. 

La valeur de u exprime la libration réelle de la lune , en lon- 
gitude , libration qui n’est que l’excès de son mouvement réel 
de rotation, sur son moyen mouvement. Celle valeur renferme 



56o 


MÉCANIQUE CÉLESTE, 


d’abord l’argument Q.sin.|OT<. t/t 


^ -h dont Pé tendue 

est arbitraire; mais les observations ne Payant point fait recon- 

noître , il doit être peu considérable. Il en résulte que ^ — 

est un nombre réel ; car s’il étoit imaginaire , Pargiiment précédent 
se cliangeroit en exponentielles ou en arcs de cercle , qui croissant 
indéfiniment avec le temps , pourroient augmenter indéfiniment la 
valeur de w, ce qui est contraire aux observations. A la vérité, 
si B — ^ étant négatif, Q étoit nul , il n’y auroit dans l’expression 
de U , ni arcs de cercles , ni exponentielles ; mais la pl us légère cause 
pourroit les y introduire ; ce seroit le cas d’un état d’équilibre sans 
stabilité , ce qui ne peut être admis. B — ^ est donc une quantité 
positive , c’est-à-dire que le moment d’inertie ^ de la lune, est plus 
petit que le moment d’inertie B. Le premier de ces momens , est 
relatif à l’axe principal de Péquatcur, dirigé vers la terre; car il se 
rapporte au premier axe principal qui forme l’angle ip avec la ligne 
des équinoxes lunaires , tandis que le rayon même du centre de la 
lune à celui de la terre , forme l’angle v avec celle même ligne : 
or ^ — P est toujours par ce qui précède, un petit angle; ainsi le 
premier axe principal du sphéroïde lunaire est toujours à-peu-près 
dirigé vers la terre. L’équateur lunaire étant alongc dans ce sens, en 
vertu de l’attraction terrestre ; le moment d’inertie ^ doit être 
moindre que le moment d’inertie B relatif au second axe principal 
situé dans l’équateur. 

La durée de la période de l’argument précédent , est égale à un 


mois sydéra], divisé par le coefficient \/^ ^ ^ g cocllicicnt 

étant inconnu , il est impossible d’assigner cette durée. Nous verrons 
bientôt que dans le cas où la lune seroit homogène , cette durée 
n’excéderoit pas sept années; et que dans le cas de la nature, la 
différence des momens d’inertie de la lune, par rapport à ses trois 
axes principaux , est probablement plus grande que dans le cas de 
l’homogénéité. Cette remarque nous montre combien le terme 

m'^.e'de' 

— , que nous avons négligé ci-dessus, est insensible. 
dt 



Par 
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Parmi les termes de l’expression de « , il n’y a de sensibles , que 
celui qui dépend de l’équation du centre de la lune , à raison de sa 
gi'andeur, et les termes qui ont un très-petit diviseur , et dans les- 

1 , fl , . :rr . O 

quels, par conséquent, — est tres-petit. ^•sm.n-|- etc., est la 
dt 

somme des termes périodiques du mouvement vrai de la lune ; 
et en supposant que U.sin.n , exprime l’équation du centre, on a 
H=rjooob"\ n étant ici l’anomalie moyenne de la lune, on a 

( — 1 0,9851 7 J on aura donc, dans l’expression de le 

terme 

3 . . sin. n 

0,98317—3.^^^-^ 

Si ce terme s’élcvoit à un nombre i de secondes , on auroit 
B~~A 1.0,53772 
C t-l- 7 ooo 5 ''* 

Puisque l’observation n’a point fait reconnoitre le terme dont il 

B— A 

s’agit , le nombre i ne doit pas excéder :à^6ooo'\ et alors doit 
être au-dessous de o,o 5 o 7 üi. 

Parmi les termes de l’expression de u , qui ont de très-petits 
diviseurs , on ne voit que l’équation annuelle qui puisse produire 
un terme sensible dans l’expression de u ; cette équation est égale 
à 2o64''.sin. n , n étant ici l’anomalie moyenne du soleil 5 on a de 

, , /dllV rr r 

plus, — = 772.0,0748, et par conséquent,! —j =77i“. 0,0000903 
on aura donc , dans l’expression de u , l’argument 
3 . sin. n 

0,005595 — 5.^^^^ 

Si cet argument s’élevoit au nombre i de secondes , on auroit 
B— A i. 0, 001 865 

MècAN. ci:L. Tome IL Z z 
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Cet argument doit être peu considérable , puisqu'il n’a point été 
reconnu par l’observation ; nous supposerons ainsi que i n’excède 

B^À 

pas dtGooo'^ Dans le cas de i positif, les deux limites de sont 

c 

O, et 0,0013876 : ces limites sont o,ooi 845 o et oo , dans le cas de i 

B— A 

négatif J et l’on vient de voir que ne peut pas excéder 0,030721. 

c 

B— A 

Mais il est très- vraisemblable que est au- dessous de o,oo2843o, 
et qu’ainsi i est positif. 

ly. Considérons maintenant, la seconde et la troisième des 
équations (U') du n°. précédent. L’inclinaison Ô de l’équateur 
lunaire à l’écliptique fixe , étant supposée trèS'petitc; nous trans- 
formerons les variables ^ et r , en d’autres qui rendront l’intégra* 
lion 'plus facile , ainsi que nous l’avons déjà fait pour un cas sem- 
blable , dans le n*^. 3 o du premier Livre ; nous ferons donc , 


ce qui donne 


Ô. sin. ? = 5 ; ô. cos. (p = 5' ; 


ds di 

ds' di 
dt dt* 


. dif 

sin.^-h^.—.cos, 

dt 


COS.(p — ô 


dp 

.-r*sin. 

dt 


<p. 


IMais si l’on néglige le quarré de ô , on a par le n®. 4 , 
di 

= r.sin.? — ^,cos. P ; 


6. — = 9.j3-f-2r.sin.(p + r.cos.(py: 


on aura donc , 


ds 

dt 


-ps'+r ; 





dds ds f dp dr 
dt* dt ^ * dt dt ^ 


dds' ds dp dû 

“TT* + -S . -f “ r* 

dt^ ^ dt dt dt 


d’où l’on tire , 
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En substituant ces valeurs de ^ et de — ~ , dans les deux der- 
dt dt 

iiièrcî) des équations (G')] et observant que l’on peut supposer 
p = m^ clans les produits de p et de sa dift’érentielle, par les varia- 
bles très-petites s, s\ et par leurs différences j on aura 

{(r.lH-rZ).coB.f-(Xn+XZMin.t ) 

Maintenant , on a 

ds , ds 

on a ensuite , 

X = r^.cos.v ; y=r^.sin.^^; 

de plus , <» — ? est toujours, par ce qui précède , un très-petit angle, 
de manière que l’on peut négliger son produit par les quantités 8 
et Z ; les équations différentielles précédentes deviendront ainsi , 

en y substituant m*, au lieu de 



— est la latitude de la terre vue de la lune , au-dessus du plan fixe , 

latitude qui est égale et de signe contraire à celle de la lune vue de 
la terre ; on aura donc par le n®. 5, 

ml étant la longitude moyenne de la terre , vue de la lune , relati- 
vement à un équinoxe fixe, et— g-'f—C', étant ici, par rapport au 
même équinoxe, la longitude du nœud ascendant de l’orbite lunaire 

sur l’écliptique mobile, La fonction dépend du 

Zz ^ 
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déplacement de l’écliptique mobile , et le coelïicient g est extrê- 
mement petit relativement à m et à g. Soient donc 
s = Q ,sm, (m g C' ) ; 

5'= Q\cos.(mt+g't-^C') ; 

les parties de s et de 5', correspondantes au terme c\sm,( mt\'gt\‘^ )y 
de l’expression de ^ y 011 aura 

^ ~lm + g)‘.A + m^.(B-C) ’ 
et si l’on suppose , 

F: [(ué-k-B — Cy — kA.(A — C) — B.(B^C)) 

— (m+g)^.AB — ^m^.(A — C)*(B — C) y 
on aura 

Si l’on néglige le quarré de — et son produit par A — C , B^Cy 

m 

et A — B , dans le numérateur et le dénominateur de cette expres- 
sion de Qy on aura 

dm. (A — C) + 3v4g' ^ 

on aura ensuite, en regardant g*' comme très-petit, Q'= Q. 

Il suit delà que les valeurs de s et de s' correspondantes à la valeur 
2^ 

de — , sont , en observant que g est insensible relativement à 



5m.fA-^ Cj.c'.sin, + 

3 m.{ A — Cj -p 2Ag' 

3m.{A— >CJ .c' .cos. {mt A" J 

dm. (A — C)-\-aAg' 


s.c.sin, (mt-^gt — C) 


S.c.cos.fm^— 


Cf s deux valeurs de s et de s ' ne sont pas complètes ; il faut encore 
leur aioiiler celles qui auroient lieu dans le cas où Z seroit nul 5 or 
il est ais • de voir que si l’on nomme l et /' les deux valeurs positives 
de m + gr' , dans l’équation £ = o , on aura à très- peu près 
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s = P.sm.(lt+I)-{-P'.ùa.(l't+r) ; 

s' = P. cos. (lt + I)+‘ 2 P’.\/' COS. (l't+I'). 

J , /A-C\ „ x/(A-~C}.(B-~Q 

/ = m— im.f— j ; r=::2m,~ -, 

P , F J 1 et r étant quatre constantes arbitraires. En réunissant ces 
valeurs de s et de s j aux précédentes j ou aura les valeurs complètes 
de CCS variables. 

Afin que ces valeurs n’augmentent point indéfiniment, et pour 
que l’inclinaison de l’équateur lunaire à l’écliptique, soit toujours 
à'peii'près constante , conformément aux observations ; il est néces- 
saire que le produit (^’^C).(B -- C) soit positif; c’est en efiét, 
ce qui a lieu dans la nature; car le moment d’inertie Cde la lune, 
par rapport à son troisième axe principal autour duquel elle 
tourne, est plus grand que les momens d’inertie ^ et B y relatifs à 
ses deux autres axes principaux; puisque la lune doit être plus 
îipplatie dans le sens de scs pôles de rotation, que dans tout autre 
sens. 

Pour rapporter les variables s et V à l’ccliplique mobile ; nom- 
mons l’inclinaison de l’cquateur lunaire, sur cette écliptique, 
et , la distance angulaire du premier axe principal , au nœud des- 
cendant de l’équateur lunaire relativement tà la même écliptique ; il 
est tacile de voir que l’on aura 

ff/.sin. s.c.sin.("g'^4*^j = fl.sin.? ; 
fl^.cos.e, — S.c.cos.fg’^ f é’J = O.cos, 
en fiiisant donc s, = d^.sin. sf = S^.cos. ; on aura 

'= l.ûn.(lt\I) HP'. \F ~.cos.(ïtPT)~- 

On voit ainsi que le monvement de l’équateur lunaire, sur l’éclip- 
iique vraie, ou mobile, est indépendant du mouvement de celte 
écliptique , en sorte que l’inclinaison moyenne de cet équateur sur 
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1 ecliplique vraie, reste toujours la meme, malgré le déplacement 
de cette écliptique ; l’attraclioii de la terre sur le sphéroïde lunaire , 
ramenant sans cesse, l’équateur de ce sphéroïde, au même degré 
d’inclinaison. 

Les deux valeurs de et de s ' donnent 

. {P.sin. (lt-^I)^P\sm. (l'ti-I )] 

^ { 5m.( A-OviAg } . I P,cos.(lt^rI)-\-'^P' ^ 

Supposons d’abord P et P' nuis ; on aura 

tan g. P, =: tang. (mt±gt-\- C) ; 
ce qui donne l’une ou l’autre de ces deux valeurs de , 

\‘gt'\-C' ; 

T étant la demi-circonférence, ou égal à deux angles droits. Pour 
déterminer laquelle de ces deux valeurs, a lieu dans la nature j nous 
observerons que ^g t-— C' est la longitude du nœud ascendant de 
l’orbite lunaire sur l’écliptique vraie , et les observations nous 
apprennent que cette longitude est la même que celle du nœud 
descendant de cet équateur , sur cette écliptique j or le mouvement 
de rotation de la lune étant égal à son moyen mouvement de révo- 
lution, et son premier axe principal étant toujours, à-peu-pres 
dirigé vers la terre , on a?, plus la longitude du nœud descendant 
de l’équateur lunaire , égal à m t} on a donc 
= mt-{-gti-C'. 

Ainsi la première des deux valeurs de doit seule être admise j 
l’équation ~ Ô^.sin.?^ donnera par conséquent 

Zm.(C-‘A).c 

* 3m.éC — ÿ 


C-'A 

A Sm-fc-flJ 


d’oii l’on tire 



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE V. 567 
Mayer a trouvé par ses observations , ô^= i 65 ' j on a de plus 
c = tang. 5 ®, 7 188 ; et g*'= w. 0,00^019 ; 

partant 

C^A 

— = 0,000699. 

Les résultats précédons n*ont lieu que dans le cas où les arbitraires 
P et P' sont nulles j examinons le cas dans lequel ces constantes , 
sans être nulles , sont très-petites. On a généralement 


tang. — mt — gt — d) 


tang. (î> — tang. (m t g t-\- C) 

1 tang.^>^.tang.('m^ -f-g ï-f- ^') * 


en substituant dans le second membre de cette équation , au lieu de 
tang.?^ , sa valeur complète , et faisant pour abréger 

^ 3m.(C-^A).d 


on aura 


/P.sin. ( m d — It — I) 


l’angle ^ t — d n’atteindra jamais un angle droit, en plus 

ou en moins , si le dénominateur de cette fraction est constamment 
du même signe que Ç, et ne devient jamais nul j car il est visible 
que la tangente de l’angle droit étant infinie , ce dénominateur seroit 
nul , au passage de l’angle — m ^ — gt — d par l’angle droit. Ré- 
ciproquement , on voit que si ce dénominateur cliangeoit de signe , 
il passcroit par zéro , ce qui rendroit infinie, la tangente de l’angle 
dont il s’agit , qui deviendroit alors, un angle droit; ainsi les obser- 
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valions faisant voir que cela n’a jamais lieu , il en résulte que le 
dénominateur précédent est constamment du même signe que Q , 

et qu’ainsi Q est plus grand que P-f aP'. l’angle 

— gt — C' étant toujours très-petit, suivant les observa- 
lions , il en résulte que les quantités P et P' sont très-petites par 
rapporta Q; or rinclinaison de Fé^juateur lunaire , à Féclip tique 
vraie , est égale tà V cette inclinaison est donc à très-peu 

près constante et égale à Q ; ainsi le phénomène de la coincidence 
des nœuds de l’équateur et de l’orbite lunaire , et celui de la cons- 
tance de leur inclinaison mutuelle, sont lies l’un à l’autre , par la 
théorie de la pesanteur j’^et les observations qui les donnent aimul- 
tanément , confirment admirablement cette théorie. 

Nous avons observé dans le n®, 4 , que relativement à la terre , les 
constan tes arbitraires dépendantes de l’état initial de son mouvement 
de rotation , sont nulles , ou du moins insensibles parles observations 
les plus précises. On voit par ce qui précède, et par le n®. i6 , que le 
même résultat a lieu pour la lune , et il est naturel de penser qu’il 
s’étend à tous les corps célestes. On conçoit , en effet , que sans les 
attractions étrangères, toutes les parties de chacun de ces corps, 
en vertu des frottemens et des résistances qu’elles opposent à leurs 
mouvemens réciproques , auroient pris à la longue , un état cons- 
tant d’équilibre, qui no peut subsister qu’avec un mouvement 
uniforme de rotation autour d’un axe invariable; les observations 
ne doivent donc plus offrir que les résultats dûs aux attractions 
étrangères, 

1 8* Voyons ce qui résulte des recherches précédentes , relati- 
vement à la figure de fa lune. ^ et sont plus petits que C; on a 

B--~A 

vu dans le n®. i6, que B est plus grand que et que — - est 

compris entre les limites, o, et 0,0013876; enfin npus avons trouvé 
C^A 

dans le n°. précédent , que est à fort peu près égal à 0,000699 : 

tels sont les résultats des observations , relativement aux trois 
piomcns d’inertie B ^ C. Comparons-les à peux de la théorie 
de la figure du sphéroïde lunaire, 

En 
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En substituant t^ouy ^ , B, C, leurs valeurs données dans le 
11”. 2 J on aura, 

B— A ih'i-S .p .d.(a^ . .dix.dJT. (\ — //* j . cos. 7. tt 

“(T ” ^ ’ 

C—A iott.S.p.d.(a^. Y(-*^).dy..d‘tf. {(i — fjL’^).c09.*iT — /4*} 

À ^'TT .S.p .d.a^ 

li’altraction de la terre sur la lune , influe sur la figure de ce satel- 
lite, et Talonge dans le sens de Taxe dirigé vers cette planète. En 
supposant la lune recouverte d’un fluide en éf4uilibre, et en obser- 
vant que la terre peut être supposée dans le plan de son cfjuateur; 
en prenant enfin pour le premier méi idkn lunaire où l’on fixe 
l’origine de l’angle , celui qui passe par le premier et le troisième 
axe principal , et prenant pour unité, le premier demi-axe; on 
trouvera par le n”. 29 du troisième Livre, 

= r^.S. f.d.a' 

5 

+ O*— • cos.*'»— ;• } ; 

g est la force centrifuge d’un point de l’équateur lunaire ; cette force 
à la distance r, du centre de la lune, est égale k gr^y et puisque le 
mouvemen t de rotation de la 1 une, est égal à son moyen mouvement 

L 

de révolution , on aura a très-peu près , g r^= — . Nommons le 
rapport de la masse L de la terre , à celle de la lune ; nous aurons 
L=^^7r.K\S.p.d.a^ i 

on aura, cela posé, en observant que par le n”. 32 , est de la 
forme — fc“^»cos. 2 'a-, 


+ )• '^1 — i^').cos.i'a.S.(.d.é } 

on aura donc 

S.p.d.ct'^ 

C ^ 4 r^^]*S.p.d.a^ ^ 


C-A 

A 



5.p .d.a* 
S.p.d.a^ * 


Mj'icAN. cÙL. Tome 11 , 
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Dans le cas de la lune liomogène , l’équation (i) donne 

en comparant celte expression , à celle-ci , 

a = Ah*(j — + ,( 1 — . cos, 2 -ar y 

on aura 


th = 


TrJ 




i5.a' 


8 r^ 


\cih. 


on peut observer ici, que <t A 4* exprime Texcès du premier 
demi-axe principal dirige vers la terre , sur le demi-axe du pôle , 
et que a, h — a h'"' ^ exprime l’excès du second demi-axe principal , 
sur le demi-axe du pôle j dans le cas de l’homogénéité, ces excès 

io.\' 

sont et ~ / le premier est donc quadruple du second. On 

a dans ce même cas , 

iB.x' C—Â 5.\' 

— — =— / 


y est le demi-diamètre apparent de la lune, dont nous avons pris 
le demi-diamètre réel , pour unité ; et suivant les observations , ce 
demi-diamètre est égal à 291 2^'; ainsi l’on peut supposer -^==sin. 291 2"j 
ce qui donne 


— - = o.oooooo 36 i 8 .^' ; 

c 


C-A 

A 


0 , 0000004824 . ,* 


les conditions de ^ eide B , moindres que C, et de B plus grand 
qüe ^ , se trouvent alors remplies. Nous avons vu dans le quatrième 
liivre, que les phénomènes des marées donnent à-peu-près a' = 69 , 
B— A 

et alors la condition de — — plus petit que o,ooi 5564 , est encore 
C 

C^A 

remplie ; mais la condition de égal à peu-près à Ojoooôgg est 

bien loin de l’être, et en supposant même a' = 1000 , elle ne le 
seroit pas ; d’où il suit que la lune n’est pas homogène , ou qu’elle 
est éloignée d’avoir la figure qu’elle prendroit, si elle étoit fiuide. 
Dans le cas où la lune formée de couches de densités variables , 
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auroit été primitivement fluide, et auroit conservé la figure d’équi- 
libre qu’elle a dû prendre alors ; il résulte du n°. 5 o du troisième 
Livre, que le rayon du sphéroïde lunaire est, comme dans le cas 
de l’homogénéité , de la forme 

1 +ee./i. fÿ + A.f 1 . cos. a 'W ,• 

et alors, comme dans le cas de l’homogénéité , l’excès du demi- axe 
principal dirigé vers la terre , sur le demi-axe du pôle , est qua- 
druple ‘de l’excès du second demi-axe principal , sur le demi-axe 
du pôle. L’équation ( i ) donne 

‘i.S.p,d.(a^h) _ Sk 
S.p^d.a^ 4r/‘ 


On a vu dans le n\ cité, du troisième Livre, que les valeurs de h 
vont en augmentant du centre à la surface, tandis que les densités 
vont en diminuant , en sorte que l’on peut supposer à la surface, 
S.p,d,(a^h) — (i — q), h. S. p.d,a^ ; 
q étant positif J on aura ainsi 


a A = - 


i— f-Ci— 


S.f.d.a> ’ 
S.p.d.a^ 


Présentement on a h"" — 7^5 on aura donc 


B-a . 

C S.p.d.à^^\.(i-q).S.o.d.a^ ’ 

C-A__ 

A ~~ S.p.d.a^—\.(i—q).S,p.d.a^' 

Il est facile de voir que le cas de l’homogénéité est celui dans lequel 
C--.A 

la valeur de -j- est la plus grande, puisque les densités diminuant 

du centre à la surface, S,p,d.a^ est plus grand que S,p,d,a^; 
or nous venons de voir, que la lune étant homogène , la valeur de 
C— ^ 

est considérablement moindre que suivant les observations ; 


Aaa a 



572 MÉCANIQUE CELESTE, 
la lune n’a donc point la figure d’équilibre qu’elle auroit prise , si 
elle avoit élé primilivenient fluide. 

On peut imaginer une infinité d’iiypollièses dans lesquelles les 
inoinens d’incrlic i?, C , satisfont aux conditions précédentes: 
sans doute, les liantes montagnes et les autres inégalités que l’on 
observe à la surface de la lune , ont surlcs dilférences de cesmomens 
d’ineiiie, une influence très-sensible et d’autant plus grande, que 
rapplatissemeiit du sphéroïde lunaire est fort petit , et sa masse , 
peu considérable. 

ig. Tl reste ti considérer l’influence de l’action du soleil, sur 
les inouveinens de l’équateur lunaire j mais sans entrer dans la 
discussion de cette action, il est facile de se convaincre qu’elle est 
insensible. Car S exprimant la masse du soleil, et r" sa distance 

S 

moyenne à la lune, ou à la terre, cette action est de l’ordre —celle 

est donc , par rapport à l’action de la terre sur la lune , dans le 
S , L 

rapport de — a — .* or la théorie des forces centrales donne ce rap- 
port égal au quarré du temps de la révolution sydérale de la lune, 
divisé par le quarré du temps de la révolution sydérale de la terre , 
c’est-à-dire , égal à environ ; on voit donc que l’action du soleil 
sur le sphéroïde lunaire peut cire négligée par rapport à l’action de 
la terre sur le meme sphéroïdcr 
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CHAPITRE III, 

Des mouvemens des anneaux de Saturne , autour de leurs 
centres de gravité. 

30. En traitant de la figure des anneaux de Saturne ; on a vu que 
chaque anneau est un solide dont le centre de figure coïncide à-peu- 
près avec celui de Saturne, mais dont le centre de gravité peut et 
doit se trouver dans nu point dilTérent. Ce centre tourne autour de 
la planète , dans lé même temps que ranneau j et il est aisé de voir 
que l’anneau tourne autour de son centre de gravité , dans le meme 
temps , qu’autour de Saturne. L’action du soleil et des satellites sur 
ces anneaux, doit produire dans leurs plans, des mouvemens de 
précession, analogues à ceux de l’équateur de la terre, et cette 
action étant différente pour chacun des anneaux, il semble que ces 
mouvemens doivent être différens , et qu’ainsi les anneaux doivent 
à la longue, cesser d’être à-peu-près dans un même plan, ce qui 
paroît contraire aux observations : car quoiqu’il ne se soit pas 
encore écoule deux siècles , depuis leur découverte, cependant s’ils 
n’étoient pas assiijétis à se mouvoir dans un même plan , il faudroit 
supposer qu’ils ont été découverts prcciscment à l’épocpic oii leurs 
plans coïncidoieut , ce qui est bien peu vraisemblable; il existe 
ilonc très-probablement, une cause qui les relient dans un même 
plan fixe ou variable. Mais quelle est celte cause? sa recherche est 
l’objet de l’analyse suivante. 

3 1 • Nous pouvons encore ici faire usage des équations {D') 
du n\ 1 . Déterminons les valeurs de clN, dN' et d N\ relatives 
soit à racllon de Saturne sur un anneau , soit à l’action d’un astre 
éloigné L, Considérons d’abord l’action de Saturne, et nommons V, 
la somme de toutes les molécules de Saturne , divisées par leurs 
distances respectives, à une molécule quelconque dm^ de ranneau j 
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soit r le rayon qui joint cette molécule au centre de Saturne , et , 
le cosinus de Tangle que ce rayon forme avec Taxe de rotation de 
Saturne. Représentons par 

le rayon du sphéroïde de Saturne, et par * , le rapport de la force 
centrifuge à la pesanteur, à son équateur j la masse de Saturne étant 
prise pour unité, on aura par le n®. 35 du troisième Livre , 

r r* r4 r* 

celte valeur de se réduit à-peu-près à ses deux premiers termes, 
si r est un peu grand relativement au rayon du sphéroïde de Sa- 
turne, pris ici , pour unité de distance. D’ailleurs , si cette planète 
est un sphéroïde de révolution , comme il est naturel de le supposer , 
on a = 0 , = O , &c;cequi rend exacte, la réduction de 

à ses deux premiers termes ; on peut donc supposer 

^ r'3 

La fonction se réduit, comme on l’a vu dans le n®. 2 , à celte 
forme , 

yc) = h . /a*; f 1 — . cos. 2 


Si Saturne est un solide de révolution , h'"' est nul ; mais dans le cas 
même où cette quantité scroit comparable à A , il est facile de 
s’assurer que son influence sur les raouvemcns de l’anneau , est 
insensible , à cause de la rapidité du mouvement de rotation de 
Saturne. Nous supposerons donc h'”' = o , et par conséquent, 

^ ~ T r'3 

(4 h étant évidemment l’applatissement de Saturne. 

Maintenant , x\y' , z' , étant les coordonnées de la molcculc dm, 
relativement au centre de gravité de l’anneau , on a par le n®. 3 
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Pour déterminer V ^ nous ferons abstraction de la largeur de Tan- 
neau que nous considérerons ainsi , comme une ligne circulaire 
d’inégale densité dans les diverses parties de sa circonférence , et 
dont le centre est à très-peu près, celui de Saturne. En désignant 
par "K y YyZ y les coordonnées du centre de gravité de l’anneau , 
rapportées au centre de Saturne \ X-\rx\ Y -j-j'' et Z+z', seront les 
coordonnées de la molécule rapportées au même centre. Si l’on 
prend pour le plan des x et desj'', celui de l’équateur de Saturne, 
que nous supposerons d’abord, invariable 5 on aura 

r'=\/(x+x'r+(r4-y)ü^(i'+z') ; 

Nommons x^yy,y z^,les coordonnées du centre de la circonférence de 
l’anneau , rapportées au centre de Saturne -, ccs coordonnées étant 
supposées asses! petites , pour que l’on puisse négliger leurs quarrés 
et leurs produits par «t ; on aura 

r/ étant le rayon de la circonférence de l’anneau; si l’on observe 
ensuite, que l’on a par la nature du centre de gravité de l’anneau , 
fx' dm^O'yfy dm = o;/z'c?m=:o; on aura 


dJV 

dt 

dN’ 

dt 

dN" 

"d7 



Concevons que l’inclinaison Ô du plan de l’anneau sur le plan de 
l’équateur, soit très-petite , en sorte que l’on puisse négliger son 
quarré , ce qui revient à supposer sin . 9 = 9 ; cos. 9 = 1 ; prenons 
ensuite pour l’axe des x' , l’intersection même du plan de l’anneau 
avec celui de l’équateur de Saturne ; cela posé , les valeurs de x'y^'y 
du n“. 26 du premier Livre , deviendront 
x' ~ x^’* cos, ? — sin. 9 ; 
y = x " . sin. ^ '^y . cos. (P + z" . 9 ; 
z' = z" — y\ 9 .cos.p — .V'. 9 .sin.^. 
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d’où l’on tirera par le môme n“. 




.(B — ; 


^ ^ dN dN' dN" , 

Considérons présentement les valeurs de et , rela- 

tives à l’action d’un astre quelconque Z«, éloigné de Vanneau. En 
nommant X'\ Y'\ Z"^ les trois coordonnées de cet astre, rappor- 
tées au centre de gravité de Vanneau , et parallèles à ses trois axes 
principaux j et r\ sa distance à ce point j on aura ))ar le n®. 5 , en 
rapportant les valeurs de dN y dN' et dN" aux mêmes coordon- 




~,(O^B),Y''Z\ 


Nous pouvons supposer sans erreur sensible, dans ces expressions, 
que l’origine des coordonnées X' , Y’, Z" erd au centre même do 
Saturne, ainsi que l’origine de r'. Nommons X, Y'j Z' , les coor- 
données de l’astre L, rapportées au plan de l’équateur de Saturne, 
l’axe des X' étant la ligne d’intersection du plan de l’équateur, 
et de celui de Vanneau j on aura entre X', Y' , Z' , X", Y " , Z", les 
mêmes relations que les précédentes entre x\ y', S 

l’on tire 

X":=X'.co8,f> + r'.sin.? — Ô.^'.sin.f ; 

Y" = Y' •cos,<p — X'.sin.? — 

et 



377 


PREMIERE PARTIE, LIVRE V. 
et par conséquent , 

= d ^Li.gin. a ?+X'T^cos.2 ^ 

a 

— Ô {y'.sin. 3?-l-X'.co3 . 2 ; 

X'T =J^'r'.sin.?4-^'A:'.cos.?+fl. ;.sin.p4-X'r.cos.?}; 

r''^ " ==z'r^cos.f>-^'x^sin.^f ô. {f y'‘--z''-;.co8.?--A:'r'.sin.<? } . 

Nommons v l’angle que le rayon r' forme avec la ligne d’intersec- 
tion de l’orbite de Z , et de l’équateur de Saturne ; soit 4 l’angle que 
l’intersection du plan de l’anneau et de l’équateur forme avec cette 
intersection; et ô' l’inclinaison de l’orbite de L, sur le plan de 
l’équateur de Saturne ; on aura 

X' = r\cos.p»co3.4 — /'.sin.^A.cos. Ô'.sin.4 / 

Y' sin. P . C03. ô' , cos. 4 + r \ cos. P . sin. 4 y 

= r". sin. sin. fl' y 

ce qui donne en négligeant les termes dépendans des sinus et cosinus 
de l’angle p et de ses multiples, et ceux qui dépendent de l’angle 3 ^, 
tous ces termes restant insensibles par les intégrations, 

JC'T" = o; 


X"Z == — .sin.Ô'.cos.fl'.sin.f^— 4>) 4 — ^ • ( cos.*fl' — sin.‘Ô'} . sin. 9 

--.fl.sin.‘9',sin. — s4J; 

4 

Y'Z" =■ — . sin. fl '.cos. fl', cos. fç— 4 J +- — . (cos.®9'— i.8in.*9').cos.^ 

â 2 ^ 

^ «fl. sin.* fl', cos. — ^4)- 


On 

aura 

donc par 

l’action de l’astre Z, 


dN 





U 

= 0; 




dN' 

_3X. 


1 sin.fl'.cos.fl'.sin.f (p-4^+{cos.‘ 

'ô'-ïsin.*fl'}.fl.sin.^'l 

dt 


l — i fl. sin.* fl', sin. — 24 J 

V 

dN'' 

__Zh 


(‘sin.fl'.cos.fl'.cos.('?-4.)+{cos.' 

'ô'-i,.sin.*9'}.fl.cos.^| 

’dt 


[ — J 9 . sin.‘fl' . cos. (f — u4) 

y 
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On doit observer ici que ces valeurs de et se rapportent 

au plan même de l’anneau , et à ses axes principaux , au lieu que 
les valeurs précédentes , relatives à l’action de Saturne, se rappor- 
tent au plan de l’équateur de Saturne; il faut donc , en substituant 
dans l’équalion [B') du. n°. i ,les expressions précédentes relatives 
à l’aclion de Saturne , supposer dans cette équation, sin. Ô = ô, et 
cos. S = i,àcaiisede la petitesse de ô dont nous négligeons le quarré; 
mais en substituant dans la même équation , les valeurs précédentes 
dN' dN" 

de — et relatives à l’action de l’astre L, il faut supposer aupa- 
ravant dans cette équation , sin. 9 = o , cos. ô = i , sin. ^ = o , et 
cos.ip — i; on aura donc, en réunissant toutes ces valeurs', 


dp , 

.-+^_).yr=o; 

+^.(^).('eos.*»'— îsin.‘5';.9.cos.ip 
3 L / C—'B\ 

).{siu.0'.co8.S'.co9.Cÿ-|j- jS.sin.'S'.cos.Cf-S'I'J} 

d! J A-C\ (A-C\ . 

+ (cos.’S'— j.sin.*S'} J.sln.? 

3L / A—C\ 

f — l {sin. 6 '.cos.ô'.sin.f ^“4>)-ï*®'Siu>‘ô'.sin.f^-2'J.^} 


r et g étant supposés très-pelit», nous pouvons négliger le produit 
ce quidaiinc^=o, ou p constant. Nous ferons en- 
suite , comme dans le n". 17 , 

0. sin. ^ = s ; 9. cos. ? = / ; 

ce qui donne par le n®. cite 

ds . ds' 

r = j.-ps ! i=-j^-ps. 
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En substituant ces valeurs , dans les équations dijBEérentielles précé- 


dentes , 

enq et r, elles deviennent, 

dds i 


ds' /C~A\ 


. B h 


= 

ZL /A-C\ 

y* 

{sin.ô'.cos.Ô'.sin.y 

dds’ 


ds /C-B\ , 


( ^ h 



= ^;^.^^j^{sin.Ô',co 8 . 9 '.cos.('^- 4 J- 7 . 9 .sm.*ô'.cos.f(p“ 24 ^} ; 


«• étant égal à 


«• 4 -_ i 


Les équations précédentes se simplifient , en observant que dans le 
jcas présent , on a par le n®. 26 du premier Livre , ^ + i? = C, ce 
qui réduit ces équations , aux suivantes , en négligeant dans leurs 
seconds membres, les termes multipliés par ô ; 


dds ZL . Ht . 

—+**5= — -~.sin.ô .COS.Ô .Sin. 4 ;; 

dds , 3L 

■~—+i^s=z — .sm .9 .cos. w .cos.^ô — 4 -)» 


6 i Ton considère l’orbite de L, comme invariable} on aura par 
le II*. 4 

d<p — d i=pdt y 

et par conséquent 

<P — 4 

I étant une arbitraire j les équations différentielles en s et a' donne- 
ront ainsi, en les intégrant, 

— ^.sm .9 .COS .9 

s = ^ > 

— — -sm-fl .cos.ô 
3 /'^ 


a= M ! . cos E')' 


6 »~p“ 


.cos, ('(P — 4 ^ ; 
Bbb a 
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Mj E , M\ E' étant quatre arbitraires. L’inclinaison du plan de 
l’anneau à celui de l’équateur de Sa^rne , est égale à -f s * ; il 
faut donc pour que cette inclinaison reste toujours très-petite, 

— .sin.0 ,cos .9 

que M et M' soient très-petits , et que le coefficient rzr~* 

soit peu considérable j or cela n’auroit pas lieu , si Saturne étoit 
parfaitement sphérique; car alors, on auroit, 

3 L 

>'—p' = {cos.’8'— i.sin.’J'} ; 

et le coefficient précédent deviendroit , -co.J — seroit par 

conséquent très-sensible. 

Si Saturne est applati , en vertu d’un mouvement de rotation , ce 
coefficient devient 

• nr At 




— TTT.Sin.S .cos. 


supposons que L soit le soleil , et que r, soit la distance du centre 
de Saturne , à son dernier satellite ; nommons T la duree d’une 
j évolution sydérale de Saturne , et T' celle d’une révolution sydé- 
rale de son dernier satellite ; la masse de Saturne étant prise pour 
unité , on a par le n”. 26 du second Livre 

r"3 Ty\T J ^ 

cc qui change le coefficient précédent, dans celui-ci, 


Sr/s / T'Y . 

— Y— j .smJ.cos .9 

îO+^T-(-f") • {cos.’ 9 '— ;-.sin.* 9 '} 

les observations donnent , le demi-diamètre de Saturne , étant pris 
pour unité, 

T = io759<"“" 08 5 
7Ç)i ,iaç)6 -, 

T , = 69,1545 

Ô' = 33 \ 
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nous supposerons ensuite r/ = a, ce qui défère peu de la yérité ; on 
aura ainsi , le coefficient dont il s’agit, réduit en secondes , égal à 
o",ooi7a7 

A . ( h — 4- 0,0000000059834* 

On voit que ce coefficient qui seroit très-considérable, si 
étoit nul, devient très-petit , et insensible, lorsque cette quantité 
a une valeur sensible. Alors , l’action de Saturne relient l’anneau , 
toujours à-peu-près dans le plan de son équateur j ainsi les divers 
anneaux de Saturne, sont par-là, maintenus dans un même plan. 
Telle est donc la cause de ce phénomène qui m’avoit fait recon- 
noître le mouvement de rotation de Saturne , avant que l’observa- 
tion de ses taches l’eût fait appercevoir. 

0,2» Il est facile de voir par l’analyse précédente, que l’action 
du cinquième satellite de Saturne ne doit point sensiblement écarter 
d’un même plan , les divers anneaux de cette planète. Quant à 
l’action mutuelle des anneaux et à celle des satellites de Saturne , 
qui se meuvent à très-peu près dans leur plan j il est visible qu’elles 
ne peuvent pas altérer leur coïncidence. 

Un anneau pouvant être considéré comme une réunion de satel- 
lites j on conçoit que l’action de l’équateur de Saturne qui maintient 
dans son plan , ceux de ses divers anneaux , doit par la même raison , 
maintenir darts ce même plan , les orbites des satellites , situées pri- 
mitivement , dans ce plan. Réciproquement, si les divers satellites 
d’une planète, se meuvent dans un même plan fort incliné à celui 
de son orbite ; on peut en conclure qu’ils y sont, maintenus par 
l’action de son équateur, et qu’ainsi cette planète a un mouvement 
de rotation , autour d’un axe à-peu-près perpendiculaire au plan 
des orbites de ses satellites. On peut donc affirmer que la planète 
Uranus dont tous les satellites se meuvent dans un meme plan 
presque perpendiculaire à l’écliptique, tourne sur elle-même autour 
d’un axe très-peu incliné à l’écliptique. 

Les termes de l’expression de S qui dépendent des actions du soleil 
et du dernier satellite de Saturne, étant insensibles, et les dimensions 
de l’anneau n’entrant point dans les autres termes j il est clair que si 
plusieurs anneaux concentriques sont lixement attachés ensemble , 
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I5t ee jneuvent i-peu-près dans le plan de Téquateur de Saturne | 
racUon du soleil et du dernier .satellite ne les en écartera pas sentir 
blement ; ainsi , ce résultat que nous avons trouvé pour un anneau , 
en faisant abstraction de sa largeur, a également lieu pour un anneau 
d’une largeur quelconque. 

La seule partie de Texpression de 0 , qui puisse être sensible , 
dépendant de coefficien s arbitraires, et étant indépendante de laposi* 
tion de Téquateur de Saturne, relativement à son orbite et à celle 
de son dernier satellite ; il en résulte que cet équateur dans le mou- 
vement très-lent que Taclion du soleil et de ce satellite lui imprime, 
emporte avec lui , les plans de ses anneaux et des orbites des satelli- 
tes , primitivement situées dans ce plan. C’est ainsi que nous avons 
vu dans le ii°. 17 , que le plan de Técliplique dans son mouvement 
séculaire , entraîne les plans de l’équateur et de l’orbite lunaire , de 
manière à rendre constantes , rinclinaison mutuelle de ces trois 
plans, et la coïncidence de leurs intersections. 


jrtN DU TOME SECOND ET DE LA PREMIÈRE PARTIE. 












